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1 Einleitung

Erststufige Erweiterungen nichtlinearer Zeitlogiken sind in Folge ihrer mathematischen
Komplexitét einer systematischen Analyse relativ schwer zugénglich und bisher entsprech-
end wenig betrachtet worden. In den vergangenen Jahren wurden jedoch Methoden ent-
wickelt, mit deren Hilfe quantifizierte lineare Zeitlogiken hinsichtlich ihrer Axiomatisier-
barkeit bzw. Entscheidbarkeit erfolgreich untersucht werden konnten. Es liegt demzufolge
nahe, die dort entwickelten Techniken auch auf nichtlineare Zeitlogiken anzuwenden.

Die vorliegende Arbeit versteht sich als Fortfiihrung der mit [31] und [3] begonnenen
Analyse algorithmischer Eigenschaften von Branching-Time Logiken. Der Leser soll mit
dem hier Gezeigten, sowie den aufgefithrten Ergebnissen anderer Autoren, einen Uberblick
iiber den aktuellen Stand der Forschung, sowie Ansétze fiir zukiinftige Arbeiten auf dem
Gebiet nichtlinearer Temporallogiken erhalten.

Temporallogik. In den letzten Jahrzehnten sind temporale Logiken von Philosophen
wie Prior und Kamp [42, 33, 40] entwickelt worden, die in zahlreichen Gebieten, so etwa
innerhalb der modernen Informatik durch Arbeiten von Pnueli und anderen [41], Ver-
breitung fanden. Zeitlogik ist inzwischen ein weites und intensiv beforschtes Gebiet, das
in seinem ganzen Umfang hier nicht beschrieben werden kann (der interessierte Leser sei
beispielsweise auf [19] verwiesen).

Die einfachste Form der zeitlichen Beschreibung von Prozessen oder Verdnderungen
eines Systems geht von einer linearen Zeitskale aus. Schaut man von einem gegebenen
Zeitpunkt aus in die Zukunft, dann gibt es nur eine festgelegte Entwicklung in der Zeit.
Diese Art der temporalen Beschreibung eignet sich besonders zur Modellierung determini-
stischer Vorgénge.

Einige Philosophen hingegen glauben, dafi zukiinftige Ereignisse lediglich mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit eintreten kénnen — ausschliefllich die Vergangenheit steht
als unabénderlich gegeben fest. Temporallogiker beschreiben diese Ungewilheit zukiinfti-
gen Geschehens, indem sie Zeitverldufe oder Geschichten wverzweigen lassen; das heifit,
die Vergangenheit jedes Zeitpunktes ist fixiert, in der Zukunft aber kann es verschiedene
unvergleichbare Zeitpunkte geben.

Ausgehend von diesen modellhaften Vorstellungen, suchen Philosophen seit léngerem
nach formalen (axiomatischen) Beschreibungen einer nichtdeterministischen Welt (siehe
etwa [9, 54, 55]). Etwa zeitgleich traten diese Logiken auch in das Blickfeld der Informatik.
Fiir Implementationen die ,intelligente“ Agenten einsetzen, erschienen Branching-Time
Logiken als die geeignetsten Formalismen, um die Unvorhersagbarkeit bestimmter Prozesse
zu beschreiben.

Am Anfang der Entwicklung einer Logik steht die Frage nach deren Ausdrucksstirke,
nach den Moglichkeiten also, die zu beschreibenden Strukturen durch diese Logik sprach-
lich zu erfassen. Dabei zeigt sich, dafl ein Zuwachs an sprachlichen Mitteln zumeist mit dem
Verlust ,,guter” Eigenschaften einer Logik wie deren Axiomatisierbarkeit oder Entscheid-
barkeit einhergeht. So zum Beispiel beim Ubergang von einem aussagenlogischen Forma-
lismus zu dessen erststufiger Erweiterung. Man sucht deshalb auf dem Wege syntaktischer
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Einschrankungen Fragmente dieser Logiken, die hinreichend ausdrucksstark sind, die ge-
wiinschten Phédnomene zu beschreiben, aber trotzdem die erforderlichen algorithmischen
Eigenschaften besitzen. Ein Beispiel dafiir ist die Untersuchung sogenannter monodischer
Fragmente erststufiger Temporallogiken.

Propositionale Temporallogik. In dieser Arbeit betrachten wir Formalismen, die in
zwei Klassen unterteilt werden konnen: Solche, die rein propositionaler Natur sind und
solche, denen die Pradikatenlogik erster Stufe zugrunde liegt.

Die Untersuchung aussagenlogischer Temporallogiken reicht bis in die frithen 1970-iger
Jahre zuriick. In linearen Strukturen lassen sich die beiden klassischen Operatoren O
und < der Modallogik als ,,Immer in der Zukunft® bzw. ,Irgend wann in der Zukunft®
interpretieren. So ist zum Beispiel die Logik iiber den natiirlichen Zahlen, versehen mit
der iiblichen <-Relation, in dieser Sprache axiomatisierbar (siehe [48] und [23] fir dieses
und weitere Resultate). Es lassen sich aber weitere und ausdrucksstérkere Operatoren
hinzunehmen, etwa ,Im nédchsten Moment* O oder ,,Until* U (siehe weiter unten). Die
sich aus dieser Spracherweiterung ergebende Logik iiber (N, <) ist beispielsweise PSPACE-
vollstiandig [49, 50] oder [19]. Letztere Eigenschaft einer Logik gibt Auskunft {iber deren
Komplexitdt und damit gleichzeitig iiber die Moglichkeit ein entsprechendes Entschei-
dungsverfahren fiir diese Logik effektiv umsetzen zu koénnen.

Betrachtet man jedoch ausschlielich lineare Strukturen, dann ist die Beschreibung
einer nicht-deterministischen Welt kaum mehr moglich. FEin realistischeres Abbild der
meisten zu formalisierenden nicht-deterministischen Prozesse, ergibt sich mit Hilfe baum-
artiger, das heifit, sich verzweigender Strukturen. Logiken, die Strukturen dieser Art
beschreiben, werden in naheliegender Weise Branching-Time Logiken genannt. Ein in
diesem Zusammenhang sehr einflufireicher Formalismus ist CTL* (Computation Tree Logic),
der in den 1980-iger Jahren von Emerson und Halpern entwickelt wurde [16]. Die Attrak-
tivitdt von CTL* beruht nicht zuletzt auf deren Entscheidbarkeit in doppelt exponentieller
Zeit [17] sowie der Existenz einer endlichen Axiomatisierung [47]. Mittlerweile ist CTL"
eine sehr populidre Logik, die zum Beispiel zur Programmspezifikation und -verifikation
eingesetzt wird. CTL* steht in engem Zusammenhang mit Branching-Time Logiken, die
in der Philosophie betrachtet werden. Allerdings gibt es Unterschiede: CTL" benutzt die
Temporaloperatoren , Im nédchsten Moment“ und ,,Until“, im Gegensatz zu dem in der
Philosophie gebréuchlicheren Operator ,,In der Zukunft* (dieser kann jedoch in CTL* ohne
Probleme ausgedriickt werden). Spétere Erweiterungen von CTL* verfiigen zusétzlich {iber
Operatoren die in die Vergangenheit weisen [47].

Eine weitere, historisch gesehen frithere Version von CTL* ist CTL [12]. Vereinfacht
gesagt enthilt CTL nur diejenigen Formeln aus CTL*, deren Wahrheitswert aufgrund ihrer
syntaktischen Beschaffenheit generell unabhéngig von den jeweiligen Zweigen (Branches)
in den zugrunde liegenden Modellen ist. CTL ist axiomatisierbar (eine Tatsache, die wir in
dieser Arbeit ausnutzen werden) und EXPTIME-vollsténdig [15].



Quantifizierte Temporallogik. Der Schritt von klassischer Aussagenlogik zu erststu-
figer Logik bedeutet einen erheblichen Zugewinn an Ausdrucksstérke. Innerhalb der philo-
sophischen Logik bildet die Prédikatenlogik haufig den Ausgangspunkt weiterfiirender Un-
tersuchungen. Mit Hilfe der Pradikatenlogik lassen sich unmittelbar Konzepte innerhalb
der kiinstlichen Intelligenz, etwa fiir Datenbanken, ausdriicken. Programmiersprachen wie
Prolog machen von ihr Gebrauch, und nicht zuletzt kann die gesammte Mathematik iiber
die Mengenlehre priadikatenlogisch formalisiert werden.

Die Pradikatenlogik ist bekanntermaflen unentscheidbar. Jedoch gewinnen entscheid-
bare erststufige Fragmente, wie etwa das Guarded Fragment, in den letzten Jahren zu-
nehmend an Bedeutung. Durch den Ubergang von propositionalen zu erstufigen Forma-
lismen gewinnt man sehr viele ausdrucksstarke Sprachen, die weitreichende Anwendungen
erlauben. Das gilt insbesondere fiir quantifizierte Temporallogiken, die mittlerweile fiir
viele Anwendungen, wie etwa bei der Entwicklung temporaler Datenbanken [11] oder bei
Spezifikations- und Verifikationsaufgaben [36], als die natiirlichste Wahl erscheinen.

Die Untersuchung erststufiger Erweiterungen temporaler Logiken wurde durch friihe
negative Resultate verzogert (beginnend mit unpublizierten Arbeiten von Lemmon und
Scott in den 1960-iger Jahren, in denen gezeigt wurde, dafl sogar sehr schwache Fragmente
dieser Logiken hochgradig unentscheidbar sind — insbesondere iiber linearer Zeit). So
ist selbst das monadische Zweivariablenfragment der erststufigen Temporallogik iiber den
natiirlichen Zahlen nicht mehr rekursiv aufzidhlbar [19, 29].

Bemerkenswerter Weise existieren, trotz der erwédhnten negativen Ergebnisse, aus-
drucksstarke Fragmente dieser Logiken, die noch entscheidbar sind. Die sogenannten
monodischen Fragmente erststufiger Temporallogiken [29] sind ein bedeutsames Beispiel
dafiir. Eine Formel der quantifizierten Temporallogik heifit monodisch, wenn jede ihrer
Teilformeln, die mit einem Temporaloperator beginnt, hochstens eine freie Variable enthélt.
Auf der einen Seite liefert quantifizierte Temporallogik zu jedem Zeitpunkt die volle Stérke
der Préadikatenlogik, auf der anderen Seite stellt das monodische Fragment alle Mittel der
Temporallogik bereit, die Entwicklung eines Objektes in der Zeit zu verfolgen.

Durch weitere Einschrankung auf eines der iiblichen entscheidbaren Fragmente der
Pradikatenlogik (Guarded Fragment, monadisches Fragment, Zweivariablenfragment), ge-
langt man schliellich zu Fragmenten der quantifizierten Temporallogik, die {iber eine grofie
Klasse linearer Zeitverlaufe, wie die der natiirlichen Zahlen, der rationalen Zahlen, aller
linearen Zeitverldufe, der endlichen linearen Zeitverlaufe und nicht zuletzt der reellen
Zahlen (mit endlichen Individuenbereichen), entscheidbar sind [29]. Dariiber hinaus ist
sowohl das monodisch monadische Fragment als auch das monodische Zweivariablenfrag-
ment quantifizierter Temporallogik tiber der natiirlichen Zahlen EXPSPACE-vollstandig
[20].

Auf diesem Wege erhilt man entscheidbare Logiken, die mit Hilfe geeigneter Einbet-
tungen dazu genutzt werden koénnen, Entscheidbarkeitsaussagen fiir weitere temporale
Formalismen, wie epistemische Temporallogiken [18], Raum—Zeit Logiken [53] und tem-
porale Beschreibungslogiken [20], zu erhalten (vergleiche dazu Abschnitt 6 dieser Arbeit).
Dariiber hinaus finden die genannten Ergebnisse mehr und mehr Eingang in philosophische
Arbeiten, etwa zur modalen Handlungstheorie [4]. Beispielhaft sei hier auf Anwendungen
innerhalb der Seeing-to-it-that Theorie, kurz Stit Theorie, verwiesen [32].
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Neben den Untersuchungen zur Entscheidbarkeit einer Logik, wird sowohl in der philo-
sophischen Praxis als auch in der Informatik h&ufig nach einer vollstindigen Axioma-
tisierung, also einem genau diese Logik erfassenden syntaktischen Apparat, gesucht. Wie
erwahnt, ist noch nicht einmal das monadische Zweivariablenfragment der erststufigen
Temporallogik {iber den natiirlichen Zahlen rekursiv aufzdhlbar. Folglich ist diese Logik
nicht axiomatisierbar. Im Gegensatz dazu motivieren die genannten positiven Entscheid-
barkeitsaussagen zu diversen nichttrivialen Fragmenten quantifizierter Temporallogiken,
die Suche nach vollstéindigen Axiomatisierungen. Ein Beispiel fiir diese Entwicklung ist
der Nachweis der rekursiven Aufzéhlbarkeit des monodischen Fragments der erststufigen
Temporallogik iiber den natiirlichen Zahlen [52].

Es ergibt sich aus den bisherigen Betrachtungen unmittelbar die Frage, ob nicht auch
dghnlich positive Resultate beziiglich monodischer Fragmente nichtlinearer Zeitlogiken zu
erreichen sind.

Branching-Time Logiken — State of the art. Mit [31] begann die systematische
Untersuchung quantifizierter Branching-Time Logiken und wurden in [3] fortgesetzt. In
[31] wurde gezeigt, daBl sogar das Einsvariablenfragment von QCTL*, also das Einsvari-
ablenfragment der erststufigen Erweiterung von CTL*, unentscheidbar ist. Da dieses Frag-
ment trivialer Weise monodisch ist, lag es auf der Hand, zu den bisherigen syntaktischen
Einschréankungen (Monodizitét, entscheidbare Fragmente der Priadikatenlogik) noch wei-
tere hinzuzuziehen, um schlieflich doch noch zu entscheidbaren Fragmenten quantifizierten
CTL" zu gelangen. Eine solche zusétzliche Einschrankung wurde in der selben Arbeit
vorgeschlagen — namentlich durch Einschrankung der Anwendung erststufiger Quantoren
auf sogenannte State Formeln, das heifit, auf branchunabhéngige Formeln. Auf diese Weise
lassen sich in der Tat entscheidbare Fragmente quantifizierten CTL" definieren [31].

Es existieren jedoch Anwendungen, in denen nicht nur iiber State Formeln quantifiziert
wird (Abschnitt 5.3 bringt ein einfaches Beispiel). In [3] findet sich daher eine weitere Form
der Einschrankung, die auf so genannte schwach monodische Fragmente fiithrt. In einer
schwach monodische Formel in QCTL" werden alle temporalen Operatoren, ausgenommen
Next-Time, ausschlielich auf Sétze angewandt. Die Entscheidbarkeit der in [3] eingefiihrten
Fragmente ergibt sich in Folge der dort gezeigten Entscheidbarkeit von CTL* in so ge-
nannter nichtlokaler Semantik: Ublicherweise hingt der Wahrheitswert atomarer Aus-
sagen nicht von dem jeweiligen Branch ab, beziiglich dessen die Wahrheitswerte komlexer
Aussagen bestimmt werden. Nichtlokale Semantiken unterscheiden an dieser Stelle jedoch
nicht mehr zwischen atomaren oder zusammengesetzten Aussagen; der Wahrheitswert einer
Aussagenvariable ist hier explizit branchabhéingig (siehe die Diskussion in Abschnitt 4).

Die vorliegende Arbeit. Nach einer allgemeinen Einfithrung in die Begriffswelt dieser
Arbeit (Abschnitt 2), beginnen wir unsere Untersuchungen zu den algorithmischen Eigen-
schaften von Branching-Time Logiken mit der Axiomatisierung des monodischen Fragments
von QCTL (Abschnitt 3). Zu Beginn werden wir in 3.1 zeigen, dafi noch nicht einmal das
monadische Zweivariablenfragment von QCTL rekursiv aufzéhlbar ist. Daran anschliefend



weisen wir die Vollstédndigkeit des in Abschnitt 3.2 vorgeschlagenen Axiomensystems nach.
Die Resultate der Abschnitte 2 und 3 gehen auf den Autor dieser Arbeit zuriick.

Der gesamte Abschnitt 4 geht der Frage nach, ob die Aussagenlogik CTL" in nicht-
lokaler Semantik entscheidbar ist. Der Inhalt dieses Abschnitts ist der Gemeinschafts-
arbeit [3] des Autors mit I. Hodkinson, F. Wolter und M. Zakharyaschev, entnommen.
Abschnitt 5 wendet sich schlieflich wieder den erststufigen Formalismen zu. FEs wird
gezeigt, wie sich mit Hilfe der bis dahin entwickelten Methoden Entscheidbarkeitsaussagen
beziiglich monodischer Fragmente temporaler Logiken gewinnen lassen. Unterabschnitt 5.1
untersucht die Entscheidbarkeit monodischer Fragmente von QCTL und 5.3 die Entscheid-
barkeit (schwach) monodischer Fragmente von QPCTL" (das P steht fiir die Anwesenheit
vergangenheitsbezogender Operatoren). Die Ergebnisse in 5.1 entstammen der Arbeit des
Autors, die des Abschnitts 5.3 [3]. In 5.2 wird der EinfluB den Spracherweiterungen (Kon-
stanten, Gleichheit und Funktionensymbole) auf das algorithmische Verhalten der von uns
betrachteten Logiken haben, behandelt. Der genannte Abschnitt orientiert sich dabei an
den entsprechenden Ausfithrungen in [52].

Im letzten Teil dieser Arbeit, wenden wir uns der praktischen Anwendbarkeit der
geschilderten Resultate zu. Wie in [51] und [53] beziiglich linearer Zeitlogik geschehen,
soll hier am Beispiel der temporalen Beschreibungslogik TALC (in Abschnitt 6.1) und am
Beispiel der Raum-Zeit Logik tBRCC-8 (in Abschnitt 6.2) gezeigt werden, wie sich mit
Hilfe der Entscheidbarkeitsaussagen der vorangegangenen Abschnitte, entscheidbare For-
malismen zur Wissensreprasentation bzw. -verarbeitung geeignet definieren lassen.



2 Branching-Time Logik

Wird die Sprache der klassischen Aussagenlogik um die Temporaloperatoren U (Until) und
O (Im nachsten Moment) sowie den Pfadquantor E (Es gibt eine Geschichte) ergénzt, so kann
die entsprechend erweiterte Sprache in verzweigten temporalen Strukturen, sogenannten
Béumen, interpretiert werden. Auf diese Weise gelangt man zu propositionalen Zeitlogiken
wie CTL und CTL* [16, 35]. Werden den Knoten (Zeitpunkte) eines Baumes nicht einfach
nur aussagenlogische Modelle sondern erststufige Strukturen zugeordnet, dann lassen sich
nach Hinzunahme der Ausdrucksmittel der Pradikatenlogik die jeweiligen erststufigen Er-
weiterungen QCTL bzw. QCTL" dieser Logiken definieren.

2.1 Baume

Ein Baum 7T ist eine Struktur der Form (7, <), wobei T eine nicht-leere Menge (von
Zeitpunkten) und < eine strikte partielle Ordnung iiber T (der Nachfolgerrelation von 7)
ist, so daf gilt:

— T besitzt eine Wurzel, das heifit ein kleinstes Element beziiglich < und

— fiir jedes w € T ist die Menge {v € T'|v < w} der Vorgénger von w in 7 linear
geordnet durch <.

Maximal durch < linear geordnete Teilmengen von T heilen Branches in 7. Sie
reprasentieren Geschichtsverlaufe. Es gibt Félle, in denen jedoch nicht alle méglichen dieser
Verlaufe als zuléssig gelten, so dafl bisweilen auch nur gewisse Mengen B von Branches,
sogenannte Bindel in 7 betrachtet werden, die dann als die einzig zulassigen gelten. Ein
Tripel der Form (T, <, B) heifit allgemeiner Baum.

Gegeben ein Zeitpunkt w € T. Wir bezeichnen mit B(w) die Menge aller Branches /3
in B, so dafl w € (. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, daf§ | JB =T

Ein allgemeiner Baum (7', <, B) heifit ungebiindelt, wenn 3 € B fiir jeden Branch [ in
(T, <). In diesem Fall werden wir nicht zwischen ungebiindelten allgemeinen Baumen und
ihren unterliegenden Béumen (7', <) unterscheiden.

Generell gehen wir von einer unendlich in die Zukunft hinein ausgedehnten Zeit aus.
Das heifit, mogliche Zeitverliufe werden durch (allgemeine) w-Bdume reprisentiert, das
sind Bédume, in denen jeder Branch ordnungsisomorph zu den natiirlichen Zahlen ist. Wir
werden es aber auch mit endlichen Bdumen zu tun haben. Wir sagen, dafl 7 abzédhlbar
ist, wenn T abzahlbar ist.

2.2 Sprache
Der klassische Teil der Sprache umfafit die folgenden Zeichen:

— Prddikatensymbole Py, Py, ..., mit jeweils einer festen Stelligkeit,

— eine abzéhlbare Menge var von Individuenvariablen xg,x1, . . .,
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— die Boolschen Operatoren A, =, 1 und

— der Emistenzquantor Jx fiir beliebige Variablen x € var.
Zusétzlich definieren wir den temporalen Teil der Sprache wie folgt:

— die Zeitoperatoren U, S und O (Until, Since und Next) sowie

— die Pfadquantoren E und A.

Wie iiblich stehe Vx abkiirzend fiir —3z—, wobei # € wvar beliebig. Andere Stan-
dardabkiirzungen, die wir benutzen werden, sind: $¢ = TUp (Einmal in der Zukunft),
Op = == (Immer in der Zukunft). Wir werden den Next-Time Operator O je nach
Bedarf und ZweckmiéBigkeit entweder als primitiven Operator oder aber als Abkiirzung
fiir Ausdriicke der Gestalt Op = 1LUp verwenden. Die in die Vergangenheit weisenden
Entsprechungen zu den obigen Operatoren werden ganz analog mit Hilfe von S definiert.
Zur besseren Unterscheidbarkeit werden die Vergangenheitsoperatoren mit einem P in-
diziert: Op, Op, Op. Um das Verstdndnis der nachfolgenden Kapitel nicht unnétig zu
erschweren, verzichten wir zunéchst auf die Einfiihrung von Konstanten. Dariiber hin-
aus werden die Gleichheit sowie Funktionssymbole in Kapitel 5.2.1 und 5.2.2 gesondert
betrachtet.

Wir bezeichnen mit Lq die Menge der priadikatenlogischen Formeln, das heifit derjeni-
gen Formeln, die sich aus dem klassischen Teil des oben genannten Alphabets entsprechend
den iiblichen Regeln bilden lassen. Da sich 0-stellige Pradikatensymbole als Aussagenva-
riablen interpretieren lassen — wir werden von dieser Praxis Gebrauch machen — besteht
die Sprache £ der klassischen Aussagenlogik L gerade aus denjenigen Lq -Formeln, die
keine Quantoren, sowie hochstens nur 0-stellige Priadikate enthalten.

Im weiteren unterscheiden wir Sprachen, entsprechend den zugehérigen Semantiken, mit
bzw. ohne Stern *. Der Stern soll andeuten, daf es sich hier um eine Sprache handelt, in der
Ausdriicke gebildet werden, deren Wahrheitswert explizit branchabhéngig ist. Weiterhin
stehe das P im Index, wie bei den temporalen Operatoren, fiir die Moglichkeit, in den
betreffenden Sprachen Sétze bilden zu kénnen, die auf die Vergangenheit Bezug nehmen.

Die Menge LqpcTL* ist die kleinste Erweiterung von Lq, die abgeschlossen ist beziiglich
der vier folgenden Operationen: Sind v, 1; und )y beliebige Lqpcti+-Formeln, dann
sind auch Evy, Ay, Oy sowie 1;Uthy und 1Sty in Lqperis. Eine Lgpcris-Formel ¢ ist
eine Lpct+-Formel genau dann, wenn ¢ lediglich Aussagenvariablen und keine Quantoren
enthélt. LqpctL+ ist die umfassendste von uns betrachtete Sprache.

Eine State Formel in LqpcTL* ist entweder eine rein prédikatenlogische Formel oder hat
die Gestalt EOy, AOY, EYyUthy oder Ay Ui, (entsprechend fiir S), wobei ¢, 11 und 1y
beliebige State Formeln sind. Das heifit, jedem temporalen Operator wird ein Pfadquantor
vorangestellt. Es enthalte dann Lqpct genau die State Formeln aus Lopcry+.

Die entsprechenden Sprachfragmente von Lqpcti+ ohne Vergangenheitsoperatoren er-
geben sich aus Lqpct+ durch Wegnahme aller Formeln in denen ein S vorkommt. Die
zugehorigen Sprachen werden entsprechend mit Lqctis, Lot bzw. mit Lqct bezeichnet.
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Im weiteren soll nicht zwischen einer endlichen Menge I' von Formeln und der Kon-
junktion AT aller in ihr enthaltenen Formeln unterschieden werden.

2.3 Modelle

Wir geben hier eine vollig allgemeine Definition eines QPCTL*-Modells; wirklich inte-
ressieren werden wir uns dann lediglich fiir bestimmte ,, Teilaspekte® dieser Strukturen,
wie den rein propositionalen nichtlokalen oder den erststufigen lokalen Fall.

Ein nichtlokales QPCTL*-Modell ist ein Tripel der Form M = (7, D,-). Dabei ist 7
ein w-Baum der Form (7, <), D eine nichtleere Menge, der Domain von M, und - eine
Funktion, die jedem Zeitpunkt w € T und jedem [ € B(w) eine klassische Lq-Struktur

Mg, = (D, Py PPY, ),

dem State von M in [ und w, zuordnet. Dabei ist Pf " fiir jedes i ein Pridikat iiber
D mit derselben Stelligkeit wie P; (fiir Aussagenvariablen p; ist das Pradikat p;"" einfach
eine der beiden Konstanten T fiir , Wahr“ oder L fiir ,Falsch®). Eine Struktur der Form
M = (T, D, ) heift nichtlokales b5QCTL-Modell oder nichtlokales allgemeines Modell, wenn

der unterliegende w-Baum 7 ein allgemeiner Baum ist (das b steht fiir bundled). Ein
QPCTL"-Modell ist ein nichtlokales QCTL*-Modell, so daf3

Mﬁ7w = Mﬁ/7w7

fiir jedes w € T und alle 3, € B(w). In diesem Fall spricht man von der lokalen, im
Gegensatz zu der zuvor definierten nichtlokalen Form der Semantik.

Eine Belegung in M ist eine Funktion f von var in D. Fiir ein Modell M, einen
Zeitpunkt w € T und einen Branch 8 € B(w) definieren wir die Relation M, 3,w ! ¢
fiir beliebige LqpctLs-Formeln ¢ (zu lesen als: | die Lqpctis-Formel ¢ gilt im Zeitpunkt
w beziiglich 3, unter der Belegung f, im Modell M*) rekursiv wie folgt; zunéchst die
Standardbedingungen:

— M, BwEN Pxy,...,1) & Mg fE Piw’ﬁ(:pl,...,xk),
_ngaw):fd)l/\wQ = M7ﬁ7w):f,¢)1 und/\/l,ﬁ,w):f@/)g,
- M?ﬁaw):f_'w <~ M?ﬁaw%fw7

— M, BwE ey & M, B,w " 9, fiir eine Belegung ' in M die sich héchstens
in z von f unterscheidet.

Die temporalen Operatoren:

- M, BwE0Yy & M,B,v ", fiir den direkten Nachfolger v von w in f3,
~ MBwEES & M FwE b, firein 8 € B(w),



- M, BwEAY & M, w =, fiir alle 3 € B(w),

— M, B,w = Uy, & es existiert ein v > w in 3, so dal M, 3,v = 1, und
M, B,u EN iy, falls w < u < v,

— M, B3,w E Sy & es existiert ein v < w, so daB M,B,v E' 1, und
M, B,u EN iy, falls v < u < w.

Wir sagen, daf eine Lqpctis-Formel ¢ (allgemein) erfillbar ist, wenn es ein (allge-
meines) Modell M und eine Belegung f in M gibt, so da M, 3,w ' ¢ fiir einen Zeit-
punkt w in 7" und einen Branch § € B(w). Weiterhin sagen wir, dafi ¢ (allgemein) giiltig
ist, wenn —¢ nicht (allgemein) erfiillbar ist.

Bemerkung 1. Sei M = (7, D, ) ein lokales Modell. Fiir jede State Formel ¢, alle Bele-
gungen f in M, jedes w € T sowie alle 3, 3" € B(w) gilt:

M, BwE o gdw M, 3w E .

Das heifit, in lokalen Modellen ist der Wahrheitswert einer Lqpcti-Formel unabhéngig
von dem jeweils zugrunde gelegten Branch. Daher konnen wir das 8 in M, [, w E' ¢
unterdriicken und schlicht M, w ' ¢ schreiben.

Die folgende Definition fiihrt diejenen Logiken ein, die uns nachfolgend beschéftigen
werden (beachte noch einmal, dal L+ C Lpers C Loperi und Locet € LqpeTLr):

Definition 2 (CTL*, PCTL*, QCTL). Die Menge aller (allgemein) giiltigen Lcti+, LpcTLs
und Lqct-Formeln wird mit CTL* (bCTL*), PCTL* (bPCTL*) bzw. QCTL (bQCTL) bezeich-

net.

Diskussion

Wie in der Einleitung beschrieben, arbeiten wir hier einerseits mit der nichtlokalen Form der
Semantik von CTL" — die Wahrheitswerte atomarer Aussagen kénnen von dem jeweiligen
Branch (8 der Bewertung abhéngen — und andererseits mit der lokalen Semantik von
QCTL.

Wir iibernehmen hier die in den Informatik haufig verwandte reflerive Form der Se-
mantik von Until und Since. Die in der Philosophie iiblichere irreflexive Variante, die bei-
spielsweise ¥ Uty als zu O(11Uthy) dquivalent beziiglich der obigen Semantik setzt, wird
uns erst weiter unten im Zusammenhang mit unseren Untersuchungen zu CTL* und PCTL"
beschéftigen. In nichtlokaler Semantik kann das Erfiillbarkeitsproblem mit reflexiven Op-
eratoren in polynomialer Zeit, auf das Erfiillbarkeitsproblem mit irreflexiven Operatoren
(unter Benutzung zusétzlicher Aussagenvariablen, die Subformeln benennen) reduziert wer-
den.

Es gibt Alternativen zu unserer Definition der Bewertung von Formeln in Paaren der
Gestalt (3, w). Einige Philosophen [9, 55] bewerten Branching-Time Formeln ausschlielich
beziiglich Branches in 7. Das sind in diesem Fall nichtleere linear geordnete Teilmengen
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B C T, die nicht notwendig maximal, jedoch nach oben abgeschlossen sind (aus y > z €
folgt y € ), und die ein <-minimales Element besitzen (das ist in w-Bdumen automatisch
der Fall). Dieser Ansatz ist leicht als zu dem obigen #quivalent zu erkennen — siehe
zum Beispiel [55, S.5]. Im Zusammenhang mit bestimmten Anwendungen sind gebiindelte
Semantiken héufig dort von groflem Interesse, wo das Biindel die ,fairen“ oder ,legalen
Verlaufe der Ereignisse reprisentieren soll. Das Erfiillbarkeitsproblem in allgemeinen, also
gebiindelten Modellen, 148t sich auf das in ungebiindelten Modellen reduzieren, wie weiter
unten als Variante des Beweises von Lemma 61 gezeigt werden soll.

Offensichtlich impliziert Erfiillbarkeit stets allgemeine Erfiillbarkeit (die Menge aller
Branches kann stets zu einem Biindel zusammengefa$t werden). Wie das folgende Beispiel
jedoch zeigt, ist die umgekehrte Richtung im allgemeinen falsch. Die Lt +-Formel

p AAO(p — EOp) A —=EOp

ist nicht erfiillbar aber allgemein erfiillbar — zum Beispiel in einem allgemeinen Modell,
basierend auf einem Baum wie in dem Bild auf der folgenden Seite skizziert (das Biindel
besteht aus allen gekriimmten Branches, wobei p gerade in den Punkten des gestreckten
vollen Branches wahr ist; der Kiirze wegen sei p hier lokal — um ein Beispiel in nichtlokaler
Semantik zu geben, ersetze man p in obiger Formel durch Ap). Der Leser sei fiir eine
weiterfithrende Diskussion auf [9, 55] verwiesen.

Die Axiomatisierung einer ungebiindelten Semantik mufl die Existenz von Branches
beriicksichtigen, die sich aus der Nichterfiillbarkeit solcher Ausdriicke wie dem obigen und
damit der Giiltigkeit von Formeln der Gestalt

(p ANAO(p — EOp)) — EOp

ergibt. Ist das Biindel eines allgemeinen Baumes unter Limites (also Branches, die sich
als Limes von Anfangssegmenten von Branches dieses Biindels auffassen lassen) abge-
schlossen, so 1a8t sich leicht zeigen, dal dann schon jeder Branch des Baumes Element
des Biindels sein mufl. Wie wir in dem nachfolgenden Kapitel sehen werden, 148t sich die
Abgeschlossenheit der Biindel unter Limites dadurch erzwingen, dafl wir Formeln wie der
genannten axiomatischen Status verleihen (vergleiche Regel (r4) in Abschnitt 3.2).

Gebiindeltes Modell (lokale Semantik, CTL):
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Biindel p wahr auf geradem Branch
“ T/

~——— pAAO(p — EOp) A —=EOp

3 Axiomatisierung

Wir beginnen unsere Untersuchungen iiber Branching-Time Logiken mit dem Nachweis
der Axiomatisierbarkeit von QCTL;, also des monodischen Fragments von QCTL. Dieses
Fragment enthélt vereinfacht gesagt ausschliefllich all diejenigen Lqcti-Formeln, deren
Temporaloperatoren nur auf solche Teilformeln wirken, die hochstens eine freie Individuen-
variable enthalten.

Einleitend werden wir sehen, dafl mit QCTL; in einem gewissen Sinne schon eine
,obere Grenze“ einer moglichen Axiomatisierung erreicht ist. Denn wie der folgende Ab-
schnitt zeigen wird, kann noch nicht einmal das Zweivariablenfragment von QCTL rekursiv
aufgezahlt werden.

3.1 QCTL? ist nicht rekursiv aufzihlbar

Wir zeigen, dafl sich noch nicht einmal die monadischen Zweivariablenfragmente der Lo-
giken QCTL oder bQCTL rekursiv aufzidhlen lassen. Das heifit, dafl keine Axiomatisierung
der Menge aller giiltigen Lqcti-Formeln mit nur héchstens einstelligen Prédikaten und
nicht mehr als zwei Individuenvariablen existiert.

Fiir jedes n > 0 bezeichne LGy die Menge aller Formeln in LqcTi, die hochstens n
Individuenvariablen enthalten. Dariiber hinaus sei fiir jedes n > 0, QCTL" = L{cr N
QCTL. Es ist bekannt, da QCTL! entscheidbar und folglich axiomatisierbar ist [31].

Fiir jede Lqcti-Formel ¢ bezeichnen EGT) und ACTy die Lqcr-Formeln E(TUw)
und A(TUv). Lqcri-Formeln der Gestalt “EOT (1)) werden abkiirzend geschrieben als
AO%y) (gelesen: jetzt und immer in der Zukunft ). Desweiteren stehe Ay fiir AOAO 4.
Endlich bezeichne A0y Formeln der Gestalt AOAOT4 (immer in der Zukunft ). Wir
nennen eine Lqcti-Formel ¢ einfach, wenn ¢ die folgenden Bedingungen erfiillt:

— die einzigen nicht-temporalen Operatoren in ¢ sind A, V, =, 3 und V (zum Beispiel
enthélt ¢ den Konnektor — nicht),
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— ¢ enthélt keine temporalen Operatoren auler AO, ACT, AC, AOT und AQ,

— kein temporaler Operator in ¢ ist im Wirkungsbereich einer Negation, das heifit fiir
jede Teilformel von ¢ der Gestalt =) gilt ¢ € Lq.

Beispielsweise sind Ausdriicke der Gestalt AO1y) — 1)’ keine einfachen Formeln, sie enthalten
eine ,versteckte® Negation: AOy — 1)’ ist zunéchst logisch dquivalent zu —(AOY) V Y,
jedoch ist =(A{1)) selbst keine einfache Formel, denn sie enthélt einen Temporaloperator
im Wirkungsbereich einer Negation. Die Intuition hinter dieser Begriffsbildung ist klar:
Keine Teilformel einer einfachen Formel kann die Existenz eines Branches postulieren.
Wir nennen einen Baum degeneriert, wenn er ordnungsisomorph zu den natiirlichen
Zahlen ist; solche Béume sind nichts anderes als lineare temporale Strukturen (siche [19]).

Lemma 3. Sei ¢ eine einfache LqctL-Formel, dann gilt: ¢ ist erfillbar in einem (allge-
meinen) Modell gdw. p ist erfillbar in einem Modell iber einem degenerierten Baum.

Beweis. Wir betrachten den allgemeinen Fall. Die Richtung von Rechts nach Links ist
trivial, da natiirlich jeder degenerierte Baum ein allgemeiner Baum (mit nur einem Branch)
ist. Um die andere Richtung einzusehen, nehmen wir an, dafl M,w ! ¢, wobei M ein
allgemeines Modell der Form (7, D,-), T = (T, <, B) ein allgemeiner Baum, w € T und
f eine Belegung in M ist. Per Induktion iiber ¢ zeigen wir, da8 M” w ' ¢ fiir jeden
Branch $ € B(w). Dabei ist M? = (77, D, -#) die Restriktion von M auf 3, das heift,
TP = (B,<|B) und -# = - | 3. In der Tat, M? ist ein Modell iiber einem degenerierten
Baum.

Wir nehmen also an, dal M? w ' ¢. Weil ¢ eine einfache Formel ist, verliuft die
Induktion wie folgt: Ist ¢ atomar oder von der Form Jx1, Vaw, 1 Ay oder 11 V )y, wobei
¥, Y1 und 1y jeweils einfache Lqcr-Formeln sind, so folgt die Behauptung unmittelbar
per Induktionsvoraussetzung. Hat ¢ die Form —) fiir eine einfache Lqct-Formel 9, so ist
Y € LqL, also eine klassische Formel der Pradikatenlogik. Das aber heifit, ¢ enthilt keine
Temporaloperatoren. Abermals folgt die Behauptung fiir ¢.

Wir nehmen nun an, dafl ¢ entweder die Form A0y, AOtY oder ACY hat, wobei 1
eine einfache Lqct-Formel ist. Fixiere einen beliebigen Branch 5 € B(w). In jedem der
drei Fille existiert ein v > w, so dal v € g und MP w =F p. Da 8 € B(v), so wissen wir
nach Induktionsvoraussetzung, da8 M” v = +. Damit folgt aber sofort M? w F .

Zum Schluf habe ¢ die Form AOT4 (bzw. AOv), wobei die Lqoct-Formel ¢ einfach
sei. Angenommen M, w . Sei § € B(w). Fiir jedes v € 3, so daBl v > w (v > w), gilt
demnach M, v |=f . Fiir jedes v € 8 mit v > w (v > w) und jedes B € B(v) gilt nach
Induktionsvoraussetzung, M? v [=f 1. Insbesondere MP? v =7 4 fiir alle v € 3 mit v > w
(v > w). Also MP w = .

Der Fall in dem ¢ in einem ,ungebiindelten“ Modell {iber einem Baum (7', <) erfiillt
ist, kann leicht auf den eben gezeigten Fall reduziert werden. Dazu sei B in 7 = (T, <, B)
die Menge aller Branches in (7', <). O

Wir werden nun zeigen, daf§ das Xi-vollstindige Erfiillbarkeitsproblem des Zweivari-
ablenfragments linearer Temporallogik reduziert werden kann, auf das Erfiillbarkeitsprob-
lem von QCTL? und bQCTL2.
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Satz 4. QCTL? und bQCTL? sind nicht rekursiv aufzahlbar.

Beweis. Es sei daran erinnert, dafl die Sprache Lqt| der quantifizierten linearen Tempo-
rallogik QTL iiber demselben Alphabet definiert ist, wie Lqct. — lediglich die Pfadquan-
toren E und A werden unterdriickt. Sei Lor die Menge aller Formeln ¢ in LqTi, so daf:

— die einzigen nicht-temporalen Operatoren in ¢ sind A, V, =, 3 und V,
— ¢ enthélt keine temporalen Operatoren aufer O, O+, &, O und O,
— kein Temporaloperator in ¢ steht im Wirkungsbereich einer Negation.

Sei ¢ € LqrL.- Angenommen, die einzigen Temporaloperatoren in ¢ sind O, T, O,
OF und O. Es ist nicht schwer zu sehen, dafl beziiglich linearer Temporallogik, ¢ logisch
dquivalent ist zu einer Formel ¢ € Ly (beispielsweise ist die Formel —(Q — O+ P(x))
dquivalent zu Q A OF=P(x)).

Gegeben eine Formel ¢ € Lur . Wir definieren eine Ubersetzung * : Lot — Laqct,
indem wir ein A vor jeden temporalen Operator in ¢ schreiben. Das heifit, in ¢ ersetzen
wir jeden Temporaloperator wie folgt:

— O durch AO,
— Ot durch AOT,
— <O durch AQ,

— O% durch AOT,
— O durch AD.

Das Ergebnis dieser Ersetzung sei durch ¢ bezeichnet. Es ist klar, dal keine Subformel
von ¢ die Form —A<{ haben kann, um nur ein Beispiel zu nennen. Mit anderen Worten,
¢ ist einfach.

Eine Kachel t ist ein 1 x 1 Rechteck fester Orientierung, dessen Kanten die Farben
rechts(t), links(t), oben(t) und unten(t) tragen. Gegeben eine Menge Kacheln T =
{to,..., .}, n > 0. Jeder Kachel t; sei ein einstelliges Pradikat P; zugeordnet. Es be-
zeichne dann @5 die Konjunktion der folgenden erststufigen Formeln; dabei stehe R(z,y)
abkiirzend fiir O(Q1(x) A Q2(y)), Q1 und @y einstellige Priadikate,  und y Individuenva-
riablen:

20O (Py(z) A OT),
VedyR(z,y),
Va,y((R(z,y) — OR(x,y)) A (~R(z,y) — O-R(x,y))),
DWQ;(\/ Py(z) A /\(Pi(x) — ﬂPj(x))),
i=0 i#j
D+Vx,y(Pi(:E) AR(zy) — \/ Pj(y))>,

oben(t;)=unten(t;)
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v (B) = O Pi())).

rechts(t;)=links(t;)

In [29] wird gezeigt, dal ¢ genau dann in einem linearen Modell also einem degene-
rierten Baum erfiillbar ist, wenn ¥ die N x N-Ebene periodisch kachelt. Da letzteres
Erfiillbarkeitsproblem Yi-vollstéindig ist, kénnen wir schliefllich wie folgt argumentieren:
Wegen @5 € L7, erhalten wir als Folgerung aus Lemma 3, da8 ¢+ erfiillbar ist in einem
(allgemeinen) Modell iiber einem Baum gdw. ¢« erfiillbar ist in einem Modell iiber einem
degenerierten Baum. Es ist nicht schwer zu sehen, daf§ ¢+ erfiillbar ist in einem Modell {iber
einem degenerierten Baum gdw. p« erfiillbar ist in einem Modell iiber einem degenerierten
Baum, das heifit in einer linearen Temporalstruktur.

Die Lqcti-Formel ¢« ist monadisch, das heifit, alle Prédikate in ¢z sind hochstens
einstellig. Fassen wir die Temporaloperatoren O, OF und O als primitive Operatoren auf,
so folgt, dal weder das monadische Zweivariablenfragment von QCTL noch das von bQCTL
rekursiv aufzihlbar ist; und das selbst dann, wenn O, OF und O die einzigen temporalen
Operatoren sind. Entsprechend gilt, dal QCTL"™ und bQCTL", fiir alle n > 1 sowie QCTL
und bQCTL nicht axiomatisierbar sind. |

Wir bemerken, dal ¢5 Subformeln der Gestalt $i(x,y) enthélt, in denen der Tem-
poraloperator < auf zwei verschiedene Individuenvariablen wirkt. Wir werden daher das
sogenannte monodische Fragment von Lqct. betrachten, dafl keine Formeln dieser Gestalt
enthélt.

Definition 5 (Monodische Formeln). Eine Lqcr-Formel ¢ heifit monodisch, wenn
keine Subformel von ¢ der Form EOy, A0y, Ev1 Uty oder Ay Utpy mehr als eine freie Indi-
viduenvariable enthélt. Die Menge aller monodischen Formeln, das monodische Fragment
von Lqcti, wird mit Lqcti, bezeichnet.

Wir bezeichnen mit QCTL; (bQCTL;) das monodische Fragment von QCTL (bQCTL),
also QCTLN £QCTL1 (bQCTL N ﬁQCTL1>-

3.2 Axiomensystem

Ausgehend von der in [15] vorgestellten Axiomatisierung C7 £ der Propositionallogik CTL
schlagen wir die unten aufgefiihrte Axiomatisierung QC7 £, von QCTL; vor. Neben den
iiblichen Regeln und Axiomen der klassischen Pradikatenlogik ergénzen wir in C7 L die
Barcan-Formel (a5) und erhalten das folgende Axiomensystem:

Axiomenschemata (iiber Formeln in Lqcri,)

(al) die Menge der Axiomenschemata einer Axiomatisierung der klassischen Prédikaten-
logik,

(a2) EOT, AOT,
(a3) EOY < =AO—,
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ad) EO(¢y V 1)2) <« (EOY; V EOt,),

ab) EOdxy « JzEOY,

ab) Ey1Uty > 1o V (¥1 A EO(Egi Uin)),
aT) AUy < g V (1 A AO(AYUty)).

Schlufiregeln (iiber Formeln in LqcTy,)

(
(
(
(

(r1) die Regeln des Axiomensystems der Priadikatenlogik,

1 — Py
AOlpl — AO'I/JQ’

¥ — —hy A AO(Y V =(ErpyUthy))
¥ — —(E¢p Uhy) ’

¥ — —thy A EOY

VU — (A Ughy)

Regeln der Form (r4) tragen in der Literatur den Namen Limit Closure [47]. Sie sorgen
dafiir, dafl auch tatsdchlich der ,Limes-Branch“ aus Bild 1, also der gestreckte Zweig auf
dem p wahr ist, innerhalb des Biindels liegt.

Wie {iblich binde =, O und V stédrker als A, V und U sowie letztere wiederum stérker
als — und <. Das Axiomensystem QC7T L, ergidnzt um

(38) Ay Urpy — Etp Uy,

jedoch ohne (r4), wird mit bQCT L bezeichnet. Wir bezeichnen mit + und ° die Konse-
quenzrelation, die durch QC7 L1 bzw. bQCT L1 bestimmt wird. Mit anderen Worten, fiir
alle Mengen A C Lqct, und jede Lqcti,-Formel ¢ gilt A F ¢ (A R ¢) gdw. es existiert
eine endliche Folge ¥, 1, ...,1,, n > 0, von LqcT,-Formeln, so da8 ¢; = ¢ fiir ein j <n
und fiir alle 7 < n:

(r2)

(r3)

(r4)

e entweder ¢; € A oder
e 1); ist eine Instanz eines Axioms aus QC7 Ly (bQCT L;) oder

e wenn ¢ > 0, dann ist ¢; das Resultat einer Anwendung einer Regel aus OC7 L,

(bQCT Ly) auf Formeln in {tg, 11, ...,1%1}.

Unser Ziel ist es zu zeigen, dafl QC7T L, und bQCT L; korrekt und vollstindig sind
beziiglich QCTL; bzw. bQCTL;:

Satz 6. Flir jede Lqcti-Formel ¢ gilt:

Fe gdw. @€ QCTL,
Fbo  gdw. € bQCTL.
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Die Implikation von Links nach Rechts (Korrektheit) 148t sich sofort einsehen. Als
Beispiel sei hier lediglich die Regel (r3) fiir den allgemeinen Fall betrachtet. Nimm an, es
existieren Lqcri,-Formeln 9, 1, und v, derart, dal M, w, § |= U A E¢pyUt)g, fiir ein Modell
M = (T,D,I), wobei T = (T,<,B), w € T und f ist eine Belegung in M. Wir nehmen
nun an, dafl ¥ — —hy A AO(Y V = (Eyp1Uths)) allgemein giiltig ist.

Wegen M, w,f = ¢ und M,w,f = 9 — =2 AA QO (EvyUyy — 9) (beachte, daB
(IV = (EypyUthg)) < (Eypy Uty — ¥9) allgemein giiltig ist) haben wir zundchst M, w, f = =)o
und M, w, f = A QO (Ev1Uyy — ).

Auf der anderen Seite gilt M, w, f = EypyUt)e. Also existiert ein v > w, so dafl

M, v f s (1)

und M, u,§ | ¢, wenn immer w < u < v. Das heift M, u,f = EiUt,, fir alle
w<u<uo.

Induktiv nimm an, es existiert ein u € [w,v), so da M, v/, § = 9 fiir alle v’ € [w, u].
Dann gilt sowohl M, ' f = =y als auch M, u/,f = A O (E¥1Uy — ¥), fiir alle solche
u’. Insbesondere M, u,f = A O (Ey¥1 Uy — ). Daher M, u”, f = Ey1Uty — 9, fiir den
direkten Nachfolger v” < vvonuwin 7. Also M, u”,§ = 9 wegen M, u, f |= Et; Uiy, fiir alle
u € [w,v), und demzufolge M, u",f |= —1)y. Auf diese Weise erhalten wir M, v, f = ),
im Widerspruch zu (1). Wir wenden uns nun dem Nachweis der Implikation von Rechts
nach Links (Vollstdndigkeit) in Theorem 6.

Im weiteren machen wir immer wieder Gebrauch von einigen wichtigen logischen Kon-
sequenzen in QCT L, und bQCT L. Dazu das folgende Lemma.

Lemma 7. Seien v, 11 und yo monodische LqctL-Formeln. Die folgenden Formeln sind
ableitbar in QCT L1 und bQCT L;:

Zusdtzlich ist die folgende Regel ableitbar in QCT L1 und bQCT Ly:

(V) wl - 1/}2
EOY; — EOIbQ.

Beweis. Wir betrachten lediglich QC7 L;. (i) Dies ist eine unmittelbare Konsequenz von
(al), (a4) und (a3).

(ii) Als Instanz von (a4) haben wir EO(—)y V 13) < (EO—y V EOt);). Das heifit,
F EO(¢y — o) < (AOY; — EOts). Sei ¢ = 1y = 9. Es ist klar, daB - (¢p — ) < T.
Also F EOT — (AOy — EO%). Es folgt mit (a2), dal - A0y — EOu.
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(iii) Beachte das mit Kontraposition F (AOy; AEOws) — EO(¢y A1hs) gdw. = AO(¢); —
—hy) — (AOY; — AO—1)y). Es geniigt also fiir beliebige Formeln v, und v, zu zeigen :

F (AO(11 — 12) A AOY;) — AO,.
Es ist klar, dafi mit (i)

F (AO(¢1 — o) A AOY:) — AO((11 — 1) A thr).

Da wegen klassischer Priadikatenlogik F ((¢7 — 12) A 1) — 19, so gilt unter Benutzung
von (r2)
FAO((¥1 — ¥2) A1) — AOY,.
Das aber zeigt (iii).
(iv) Klassisch gilt fiir beliebige Formeln ¢; und s F 101 — (11 V 1by). Mit (r2) folgt
dann

FAOY1 — AO(Y1 V ta).
Analog erhalten wir F A0, — AO(1 V 1), und daher muB gelten:

= (AOY1 V AOt) — AO(¥1 V ¢2).

Kontraposition liefert das Ergebnis.
(v) Um dies einzusehen, betrachte (r2) mit Blick auf - =)y — =), und dann (a3) in
Bezug auf - AO—y — AO—);. O

Fiir beliebige endliche Formelmengen T' bezeichne \/T' die Disjunktion iiber alle For-
meln in I'. Wir sagen, dafl eine Formel ¢ konsistent ist mit QC7T L, (bQCT L), wenn I =
(F?° —¢). Mit Lemma 7 kénnen wir jetzt eine einfache, aber im weiteren sehr hilfreiche
Konsequenz beweisen:

Korollar 8. Seien I' und A endliche aber nicht-leere Mengen monodischer Formeln. An-
genommen,

Ao(\/T) AEO(=\/A)

ist konsistent mit QCT Ly (bQCT Ly). Dann ezistiert ein i) € I'\ A, so dafs EOv konsistent
ist mit QCT Ly (bQCT Ly).

Beweis. Wir betrachten lediglich QCT £;. In klassischer Priadikatenlogik gilt - (\/T A
-\/A) — VI'\ A, und daher erhalten wir mit Lemma 7(iv) F EO(\/T A =\/A) —
EO(V T\ A). Mit Lemma 7(v) haben wir dann schliefllich

= Ao(\/T) AEO(=\/A) — Eo(\/T\ A). (2)

Es ist klar, dafl jede logische Konsequenz einer mit QC7 L, konsistenten Formel ebenfalls
konsistent sein mufl mit QC7T L. Also angenommen AO(\/T') A EO(=\/ A) ist konsistent
mit QCT L. Mit (2) folgt, dal dann EO(\/ '\ A) ebenfalls konsistent sein mufl mit QC7 L;.

Die Behauptung folgt nun unmittelbar mit (a4). O
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Um die Vollsténdigkeit von QC7 £, zu beweisen werden wir zeigen, dal wenn I/ ¢ fiir
eine Lqcri,-Formel ¢, dann existiert ein Modell, da ¢ widerlegt. Mit anderen Worten,
wir werden fiir beliebige LqcTi,-Formeln ¢ zeigen: Ist ¢ konsistent mit QC7 £,, dann ist
¢ schon erfiillbar in einem Modell. Haben wir einmal dieses, dann sind wir auch in der
Lage, die Vollstandigkeit von bQCT L, zu priifen: Ist die LqcTi,-Formel ¢ konsistent mit
bOCT L1, dann ist ¢ erfiillbar in einem allgemeinen Modell. Wir werden also ein Verfahren
bendétigen, um entsprechende Modelle konstruieren zu kénnen.

3.3 Quasimodelle

Wie in [52] werden wir die fiir unsere Zwecke modifizierte Methode der Quasimodelle
nutzen. Fiir eine Lqcri,-Formel ¢ bezeichne suby die kleinste Menge von Formeln, die alle
Teilformeln von ¢ und deren Negate enthalt, so dafl

— wenn Ei Uy € subp, dann auch EO(EyUty) € subyp, (3.1)
— wenn Ay Uty € subyp, dann auch AO(AyyUthy) € subgp. (3.2)

Es ist klar, dal suby endlich ist. Es bezeichne sub,p, n > 0, diejenige Teilmenge von
suby, die nur solche Formeln enthilt, die hochstens n freie Variablen besitzen. Sei x eine
Variable, die nicht in ¢ vorkommt. Wir setzen

subyp = {P(x/y) | P(y) € subip}.

Definition 9 (Typ). Ein Typ fiir ¢ ist eine Boolsch saturierte Teilmenge ¢ von sub,p, so
daf

o Y1 ANihy €t gdw. ¢y € t und ¥y € t fiir alle 1,19 € sub,p,
o ) €t gdw. ¢ &t fiir alle ¥ € sub,p.
Wir sagen, dafl zwei Typen ¢t und ¢ auf subyp tbereinstimmen, wenn t N subyp = t' N subyp.

Jeder State w in einem Modell kann (modulo ¢) charakterisiert werden durch die Menge
aller Typen, die in ihm realisiert werden. Das motiviert die folgende Definition.

Definition 10 (State Candidate). Eine Menge S von Typen fiir ¢ die auf subgyp iiber-
einstimmen, heiflit State Candidate fiir p. Ein Pointed State Candidate fiir ¢ ist ein Paar
P = (S,t), wobei S ein State Candidate fiir ¢ ist und t € S.

Da wir sowohl QCTL,; als auch bQCTL; axiomatisieren wollen, haben wir einerseits zwi-
schen der Konsistenz beziiglich QC7 £ und andererseits der Konsistenz beziiglich bQCT L,
zu unterscheiden. Alle weiteren Definitionen und Begriffe in diesem Abschnitt miissen also
in bezug auf QC7 L, als auch in bezug auf bQCT L, gelesen werden (letzteres gekennzeich-
net durch Klammern).
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Gegeben ein State Candidate S fiir ¢ und ein Pointed State Candidate P = (S, t). Wir
setzen

ag = /\ dr t(z) N Va \/t(:p)

tesS tesS
Op = agAt.

S und P heiBen (bQCT L1-) QCT L;-konsistent, wenn die Formeln ag bzw. Sp konsistent
sind mit QC7T L, (bQCT L).

Wir kommen nun zu dem unsere ganze Arbeit begleitenden Begriff des Suitable Pairs:

Definition 11 (Suitable Pair). (i) Ein Paar (t;,%2) von Typen fiir ¢ heiit suitable in
QCT Ly (bQCT Ly), wenn die Formel t; A EOty konsistent ist mit QC7 L, (bQCT Ly). In
diesem Fall schreiben wir t; < to (t; <° o).

(ii) Ein Paar von State Candidates (57, S2) heifit suitable in QCT Ly (bQCT Ly), wenn
die Formel ag, A EOQag, konsistent ist mit QC7 Ly (bQCT L4). In diesem Fall schreiben wir
51 =< 52 (Sl -<b SQ)

(iii) Ein Paar (Py,P2) von Pointed State Candidates fiir ¢ heifit suitable in QCT L,
(bQCT L,), wenn die Formel p, A EOSp, konsistent ist mit QC7 Ly (bQCT L,). In diesem
Fall schreiben wir P; < Py (P <b Ps).

Wir nennen zwei Elemente w und w’ eines Baumes (T, <) benachbart, wenn w < w’
und w < v < w' fiir kein v € T'. Suitability bedeutet intuitiv, dafl zwei Typen (oder State
Candiates) die Beschreibungen eines Individuums in benachbarten Zeitpunkten (bzw. die
Beschreibungen zweier benachbarter States in einem Modell) sein kénnen. Entsprechend
lassen sich State Candidates auf die folgende Weise organisieren:

Definition 12 (QC7T L;-State Function). Eine QC7 Li-State Function fir ¢ iiber
einem Baum (7', <) ist eine Abbildung f, die jedem w € T einen QC7 L;-konsistenten State
Candidate f(w) = S, fiir ¢ zuordnet, so da8 S,, < S, fiir alle benachbarten w,w’ € T.
Eine bQCT L,-State Function fiir ¢ iiber einem Baum (7, <) oder einem allgemeinen
Baum (7, <, B) ist eine Abbildung f, die jedem w € T einen bQC7 L;-konsistenten State
Candidate f(w) = S, fiir ¢ zuordnet, so daf$ S,, <* S,, fiir alle benachbarten w,w’ € T.

Zwei Elemente w und w’ eines Baumes 7 = (T, <) bestimmen auf die iibliche Weise
Intervalle in 7. Zum Beispiel bezeichnet das Intervall [w,w’) die moglicherweise leere
Menge derjenigen v € T fiir die w < v < w'. Sei T = (T, <) ein Baum, w € T und [ ein
Branch in 7. Wir sagen 8 komme oder verlaufe durch w, wenn w € [3.

Individuen haben eine Geschichte, sie sind nicht einzelnen Zeitpunkten zuzuordnen.
Ein Individuum wird in einer State Function daher am ehesten selbst durch eine Funktion
repréasentiert:

Definition 13 (Run). Sei 7 ein (allgemeiner) Baum (7, <) (bzw. (T, <,B)) und f eine
(bQCT L4-) QCT L;-State Function fiir ¢ iiber 7. Ein Run in f ist eine Funktion r, die
jedes w € T auf ein r(w) € S, abbildet, so daf
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o r(w) < r(w) (r(w) < r(w’)) fiir alle benachbarten w,w’ € T,

e fiir alle Formeln der Gestalt EOy € sub,p: EOY € r(w) gdw. es existiert ein direkter
Nachfolger w’ von w in 7, so dafl ¢ € r(w’),

o fiir alle Formeln der Gestalt EyyUtiy € subyp: Eip1Uthy € r(w) gdw. es existiert
ein v > w, so dafl ¥y € r(v), und ¥y € r(u) fir alle u mit u € [w,v), das heiflt,
w<u<w,

e fiir alle Formeln der Gestalt Ay, Uty € sub,p: AUty € r(w) gdw. fiir alle Branches
G in 7T (fir alle § € B(w)) die durch w kommen, existiert ein v € f mit v > w, so
daB 1y € r(v), und ¥ € r(u), wenn immer u € [w,v).

Definition 14 (Quasimodell). Eine (bQCT L£;-) QCT L;-State Function f fiir ¢ iiber
einem (allgemeinen) Baum 7 der Form (7, <) ((T, <, B)) heiit (allgemeines) Quasimodell
fiir ¢ tiber 7, wenn fiir jedes w € T und alle t € S, ein Run 7 in f existiert mit r(w) = t.

Wir sagen, dafl ¢ erfillt wird in f, wenn es ein w € T' gibt und ¢ € ¢ fiir mindestens
ein t € f(w).

Wir werden jetzt sehen, dafl der Begriff eines Quasimodells in einem bestimmten Sinne
addquat ist fiir unsere Zwecke. Gegeben ein Quasimodell f und eine Formel ¢. Wir
konnen zeigen: Erfiillt f die Formel ¢, dann 148t sich aus f ein QCTL-Modell gewinnen,
das dieselbe Formel erfiillt. Sei umgekehrt ein QCTL-Modell M gegeben, das eine Formel
@ erfiillt. Dann kann M in ein Quasimodell umgewandelt werden, das ¢ ebenfalls erfiillt.
Dasselbe gilt natiirlich ebenso fiir den Fall allgemeiner Modelle bzw. Quasimodelle.

Zu diesem Zweck reservieren wir fiir jede Lqcti,-Formel o(x) der Gestalt EtyUt)o,
Ay Utpy, EOY oder AOw, abzéhlbar viele einstellige Préadikate P,(z) und fiir jeden Satz ¢
dieser Form, fixieren wir abzéhlbar viele Aussagenvariablen p,,. Die Priadikate P,(x) und
p, heiflen Surrogate von ¢(x) bzw. .

Gegeben eine LqcTi,-Formel ¢. Wir bezeichnen mit i diejenige Formel, die aus ¢ durch
Ersetzung aller ihrer Teilformeln der Gestalt Ewy Uy, AUy, EOY oder AOv, die sich
nicht im Wirkungsbereich des Vorkommens eines anderen Temporaloperators befinden,
durch ihre Surrogate hervorgeht. Folglich ist @ eine reine L-Formel. Wir nennen  das
L- Redukt von .

Die Idee hinter dieser Definition ist die folgende. Die Redukte ¥ ,,abstrahieren® von
den temporalen Komponenten in ¢ und konnen auf diesem Wege in klassischen erststu-
figen Strukturen bewertet werden. Spéter werden wir dann stets in der Lage sein, den
Wahrheitswert von ¢ in temporalen Modellen aus dem Wahrheitswert der  zu rekonstru-
ieren.

Lemma 15. Sei k > Xy eine beliebige Kardinalzahl. Zu jedem (bQCT L1-) QCT L;-
konsistenten State Candidate S existiert eine erststufige Struktur M = (D, Py, Py,...),
so daff M |=ag. Dariiber hinaus konnen wir M derart wihlen, daf fir jedest € S,

{a e DM = tla]}| = &
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Beweis. Wir betrachten lediglich QC7T L;; der Beweis fiir bQCT L, verlduft ganz ana-
log. Angenommen M [~ @y fiir jede erststufige Struktur M. Aus dem Godelschen Voll-
stiandigkeitssatz folgt, daBl @g nicht konsistent beziiglich der klassischen Pridikatenlogik
sein kann. Es ist nun leicht einzusehen, daff dann a,g nicht konsistent sein kann mit QC7T L1,
da QCT L, die klassische Pradikatenlogik erweitert. Das aber steht im Widerspruch zur
QCT L,-Konsistenz von S. Daher M |= ag fiir eine erststufige Struktur M.

Da die Sprache £ abzéhlbar ist und nicht das Gleichheitssymbol enthélt, folgt die zweite
Behauptung unmittelbar aus der klassischen Modelltheorie. a

Lemma 16. FEin monodischer LqctL-Satz ¢ ist (allgemein) erfillbar gdw. ¢ erfillbar ist
in einem (allgemeinen) Quasimodell fir ¢.

Beweis. Es reicht, den allgemeinen Fall zu untersuchen, denn der ,,ungebiindelte® Fall
verlauft ganz analog, einfach durch Unterdriickung der Mengen B in dem folgenden Beweis.

Fiir die Richtung von Rechts nach Links nehmen wir an, dafl ¢ in einem allgemeinen
Modell M = (7, D, 1) erfiillt wird, worin 7 = (T, <, B) ein allgemeiner w-Baum ist. Fiir
jedes a € D sei f, diejenige Belegung in M, so daB f,(z) = a fiir alle x € var. Fiir jedes
w € T setze

f(w) ={tp(w,a)|a € D},
wobei

tp(w,a) = {¢ € subyp | M, w, fa = P}

Wir zeigen, daf3 f eine bQCT L,-State Function iiber 7 ist. Dazu haben wir zunéchst
zu iiberpriifen, ob jedes f(w), w € T, ein bQCT Ly-konsistenter State Candidate fiir ¢
ist. Zu diesem Zweck betrachte ein beliebiges w € T und setze S = f(w). Angenommen
b —ag, das heit —ag € bQCTL,, nach Korrektheit in Theorem 6. Es ist klar, da§ dann
einerseits M, w, f = ag, fiir jede Belegung f in M, und andererseits aber M, w, { = —asg,
da —~ag € bBQCTL;. Das ist ein Widerspruch.

Fixiere nun einen direkten Nachfolger w’ von w in 7 und setze S’ = f(w'). Wir
bemerken lediglich, dal M,w,§ | as A EOag und daher ”° =(ag A EOag/). Also gilt
S <bg.

Es ist nun leicht einzusehen, daf fiir jedes a € D die Funktion r,(w) = tp(w,a), w € T,
ein Run ist in f. Wir zeigen lediglich, daB r,(w) <® r,(w’) fiir beliebige direkte Nachfolger
w' von w. Klar, M, w, f, E ro(w) A EOr,(w’) und daher #* —(r,(w) A EOr,(w')). In der
Tat, f ist ein allgemeines Quasimodell iiber 7, das ¢ erfiillt.

Umgekehrt, sei f ein allgemeines Quasimodell fiir ¢ iiber einem allgemeinen w-Baum
T = (T,< B), das ¢ erfiillt. Sei R die Menge aller Runs in f. Fixiere eine beliebige
Kardinalzahl x mit Ry < k, die die Kardinalitdt von R iibersteigt. Setze D = R X k.
Damit gilt fiir jedes w € W und alle Typen ¢,

k fallst € Sy,

{(r,p) € Dlr(w) =t, p <k} = { 0 sonst.
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Nach Lemma 15 finden wir fiir jedes w € T eine erststufige £-Struktur M, mit Domain
D, so daB M, = @g,,, wobei S, = f(w), und

r(w) = {¢ € subsp| My = ¥ [(r, )]},

mit 7 € R und p < k. Mit anderen Worten: M., § = 1 gdw. 1 € r(w), wobei §(z) = (r, i)
fiir ein 4 < kK und r € R.

Sei M = (7,D,I) und f eine Belegung in M. Wir zeigen per Induktion iiber v, daf§
fiir alle ¢ € sub,p und alle w € T,

Dabei betrachten wir lediglich die Fille, in denen ¢ die Form Ay;Uvs und EOx hat.

My, fE Py & AUty € r(w), firein r e R
< fiir alle § € B(w) existiert ein v € § mit v > w, so daf
oy € r(v) und ¢y € r(u), wenn immer u € [w,v), da
r ein Run

& fiir alle § € B(w) existiert ein v € § mit v > w, so daf
My, T Py und My, § | ¢y, wenn immer u € [w, v)

< fiir alle § € B(w) existiert ein v € § mit v > w, so daf
M, v, § E Yy und M, u, f = ¢y, wenn immer u € [w,v),

nach Induktionsvoraussetzung

& M, fEy
My, fE Py & EOx er(w), fireinr e R

es gibt einen direkten Nachfolger w’ von w in 7, so dafl

i

X € r(w'), da r ein Run

& es gibt einen direkten Nachfolger w’ von w in 7, so daf3
Mw’u ]( ): X

& es gibt einen direkten Nachfolger w’ von w in 7, so daf3
M, W' f = x, nach Induktionsvoraussetzung

s Mow, fE .
Wegen ¢ € r(w) fiir ein w € T und r € R, haben wir endlich M, w, { = . O

3.4 Suitability

In diesem Abschnitt werden wir einige der wichtigsten Eigenschaften von Suitable Pairs
zusammentragen. Im weiteren werden wir lediglich von solchen Regeln und Axiomen Ge-
brauch machen, die sowohl in QC7T L, als auch in bQCT L, auftreten. Alle Lemmata dieses
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Abschnitts haben daher Giiltigkeit beziiglich beider Logiken. Aus diesem Grunde kénnen
wir unsere Betrachtungen auf OC7 L einschridnken; alle Beweise fiir bQC7 L, verlaufen
vollkommen analog. Suitable bedeutet also Suitable in QC7 L, und Konsistenz bedeutet
OCT L-konsistent.

Lemma 17. (i) Sei (t1,t3) ein Suitable Pair von Typen fir ¢. Wenn AOY € ti, dann
Y € ty. Wenn Ay Utpy € t1, dann entweder 1o € t1 oder iy € t1 und AUty € to.

(ii) Angenommen (Sy,Se) ist ein Suitable Pair von State Candidates. Dann
o fiir jedes t; € Sy existiert ein ty € Sy, so dafs t1 < to,
o fiir jedes ty € Sy existiert ein ty € Sy, so dafs t1 < to.

(iii) Wenn Py < Py fir ein Paar Pointed State Candidates Py = (Si1,t1) und Py =
(Sg,tg), dann S < Sy und t; < tq.

Beweis. (i) Sei (t1,ts) ein Suitable Pair und nimm an, dal A0y € ¢y, jedoch ¢ ¢ o, das
heiit =) € t5. Da t; A EOty konsistent ist, so ist auch AOy A EO— konsistent. Folglich
ist AOyY A =AOv konsistent, was nicht sein kann.

Angenommen Ay Uy, € t;. Mit Blick auf (a7) und unter Beachtung der Konsistenz
von t; haben wir entweder 15 € t; oder aber ¥; € t; und AO(AUty) € t; (beachte auch
(3.2)). Wie wir jedoch gerade gesehen haben, ist Ay Uiy € t, falls AO(A1Ut) € t5.

(ii) Angenommen (S,Ss) ist ein Suitable Pair und nimm weiterhin an, dafl es ein
t; € Sy gibt, so dafl keines der Paare (t1, ), mit to € Sy, Suitable ist. Es folgt dann, daf§

l_tl — /\ _‘EOtQ

to €S2

oder adquivalent
F tl — AO /\ _|t2

t2€52
und daher
F dxt; — J2AO /\ —tq.
t2€S52
Folglich

H E|.§L’t1 — ﬁEO(VI‘ \/ tQ),

ta €S

nach (a3) und (a5). Also
Fag, — —EOag,

im Widerspruch zu 57 < S;. Jetzt nimm an, dafl es ein t, € Sy gibt, so dafl keines der
Paare (t1,t3), mit ¢; € Sy, Suitable ist. Dann:

F \/ tl — _'EOtQ.

t1€S1
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Mit (a3) und (ab) erhalten wir wieder

Fvz \/ t — —EO(3xty),

t1€S51

und daher
F g, — —|EOO452

im Widerspruch zu S; < .95.
(iii) Sei Bp, A EOBp, konsistent, wobei Bp, = ag, At;, i € {1,2}. Es ist mit Lemma
7(iv) leicht einzusehen, dafl

F (ﬁpl A EO/BPQ) — (OZSI A\ EOaSQ).

Also mu ag, A EOag, ebenfalls konsistent sein. Der Beweis fiir t; < ¢y verlduft ganz
analog. O

Lemma 18. (i) Zu jedem konsistenten State Candidate S fiir ¢ existiert ein konsistenter
State Candidate Sy fir ¢, so daff S1 < .Ss.

(ii) Zu jedem konsistenten Pointed State Candidate (Sy,t1) fir ¢ und zu jedem Sy mit
S1 < S, existiert ein ty € Sy, so daf$ (S1,t1) < (Sa2,1s).

Beweis. (i) Es bezeichne (, die Disjunktion von Formeln ag fiir alle State Candidates S
fir ¢. Da (, in allen klassischen erststufigen Modellen wahr ist (Subformeln der Gestalt
A0y, EOY, A Urp, oder Evpy Uty werden wie einstellige Prédikate behandelt), gilt - ¢, und
folglich = AO(,. Nach Lemma 7(ii) erhalten wir = EO(,. Also mufl ag A EO(, konsistent
sein. Daher existiert ein State Candidate Sy, so dafl ag, A EOag, konsistent ist (beachte,
daB EO iiber Disjunktionen distributiert).

(ii) Angenommen S; < Sy fiir ein Sy. Weiterhin nehmen wir an, dafl (Sy,;) < (S2, t2)
fiir kein t5 € Sy. Damit

= A ((as, At1) — —EO(ass, Ata))

to€S2

oder dquivalent
(o, At1) =\ —EO(as, Ata).
t2€S52

Dann
- (as, At) — —EO(as, A \/ o).
ta €S2

Danach erhalten wir

3w (as, Atr) — ~EVaz(as, A \/ 1),

to€S2
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wegen

=V ((as, At) = —EO(ag, A \/ t2)).

to€S2
Also
F (s, A Jaty) — —EO(as, AV \/ ts).
to€S2
Es folgt schliellich
Fas, — "EQag,.
Das aber widerspricht der Wahl von S5. a

Angenommen P; = (Si,t;) ist ein konsistenter Pointed State Candidate fiir ¢ und
EOy € t;. Weiterhin sei P; < P, fiir einen konsistenten Pointed State Candidate Ps.
Wenn v € ty, dann sagen wir, das Paar (Py, Py) realisiert EOt in ;.

Lemma 19. Zu jedem konsistenten Pointed State Candidate Py = (S1,t1) und jeder Formel
EOy € t; ezistiert ein konsistenter Pointed State Candidate Py = (Ss,t3) fir ¢ und
(Py, P2) realisiert EO in ty.

Beweis. Angenommen es gibt P; = (51,t1) und eine Formel EOv € 1, so dal ¢ ¢ ¢t fiir
alle P = (S,t) mit P; < P. Beachte zunéchst, daB

- Bp, — EOU. (4)

Sei P die Menge aller P mit P; < P. Da P nicht leer ist (Lemma 18), kénnen wir

setzen
’19 = \/ ﬁ'p.

rep
Nach Annahmen gilt F ¢ — —, das heifit

- AOY — —=(EO). (5)

Auf der anderen Seite

Um dies einzusehen, betrachte die Menge R aller Pointed State Candidates P fiir ¢ und
bezeichne mit &, die Disjunktion iiber alle Formeln 8p mit P € fA.

Angenommen / Bp, — AOY, das heifit Gp, A EO(—1) ist konsistent. Da = AOE,
(vergleiche den Beweis zu Lemma 18(i)), so mufl

Bpy A (AOE, NEO(~0))
ebenfalls konsistent sein. Also ist, nach Lemma 7(iii),

5771 A EO(&P N _‘29)
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konsistent. Sei nun 9 =R\ P. Es ist klar, dafl

"(\/ Bp A /\ﬁﬁp)H \/5@-

PeR PePB PeQ

Daher ist 3p, A EO(\ peq Bp) konsistent und folglich ist Bp, A \/poq EOBp ebenfalls kon-
sistent. Also ist Bp, A EOfBp, konsistent fiir ein Py € . Daher P; < P, und entsprechend
P, € B, was unserer Annahme widerspricht. Das zeigt aber (6).

Mit (6) und (5) folgt dann schlielich

+ ﬁ'Pl - _‘(EO?/’)
Dies kann jedoch, mit Blick auf (4) und wegen der Konsistenz von Py, nicht sein. a

Wir sind nun in der Lage zu zeigen, daf§ jede monodische Lqcti-Formel ¢ die konsistent
ist mit QCTL; (bQCTL,), erfillbar ist in einem (allgemeinen) Modell. Wegen Lemma 16
brauchen wir dazu lediglich zu zeigen, dafl ¢ erfiillt wird in einem (allgemeinen) Quasi-
modell fiir ¢.

3.5 Erfillbarkeit

In diesem Kapitel soll die Struktur von Quasimodellen eingehender untersucht werden.
Quasimodelle sind unendliche Strukturen. Wir werden jedoch sehen, dafl es moglich ist,
Quasimodelle durch endliche ,, Fragmente® zu beschreiben. Zu diesem Zweck benétigen wir
noch einige zusétzliche Begriffe, die uns die Arbeit fiir beide Axiomatisierungen QC7 L,
und bQOCT L, erleichtern werden. Daran anschlieflend, im Abschnitt 3.5.1, kénnen wir
dann endlich die Vollstandigkeit von QC7 L£; nachweisen. Der grofite Teil dieses Ab-
schnittes 148t sich dann direkt auch auf den Vollstéandigkeitsbeweis fiir bQC7 L, im Ab-
schnitt 3.5.2 {ibertragen.

Sei 7 = (T, <) ein Baum und w € 7. Wir sagen, dal w ein innerer Punkt von 7 ist,
wenn es ein v € T gibt, so dafl w < v. Sonst sagen wir, daf§ w ein dufferer Punkt von 7
ist.

Definition 20 (Schwacher Run). Sei f eine (bQC7T L-) QCT L;-State Function fiir ¢
tiber einem Baum 7 = (T, <). Eine Funktion r iiber 7" mit r(w) € S, fiir jedes w € T
heilt schwacher Run in f, wenn

o r(w) < r(w') (r(w) < r(w')) fiir alle benachbarten w,w’ € T,

o fiir alle inneren Punkte w von 7 und alle Formeln der Gestalt EOy) € sub,p, wenn
EOY € r(w), dann existiert ein direkter Nachfolger w’ von w in 7, so dafl ¢ € r(w’).

Definition 21 (Schwaches Quasimodell). Eine (bQC7 L1-) QCT L;-State Function f
fiir ¢ tiber einem Baum 7 = (T, <) heifit schwaches Quasimodell fiir ¢ iiber 7, wenn es
zu jedem w € T und jedem t € 9, einen schwachen Run r in f gibt, der durch ¢ kommt.
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Im Gegensatz zu einem gewo6hnlichen Run in einem Quasimodell (vergleiche Definition
13 und 14) sichern wir lediglich, dafl , Versprechen®“ der Gestalt EOv erfiillt werden (falls
moglich, also fiir innere Punkte). FEventualititen, also Formeln der Gestalt Ey;Uty oder
A1 Uvy werden hierbei nicht erfafit, sondern separat wie folgt beriicksichtigen: Sei f eine
(bQCT L4-) QCT L,-State Function iiber einem Baum 7 = (7, <). Nimm weiterhin an,
daB ¢ € r(w) fiir einen schwachen Run 7 in f ein w € T und eine Eventualitét €. Ein
Branch (§ in 7 heiit Satisfying Branch fir w, r und €, wenn w €  und es existiert ein
v € fB,s0daB v > w, Py € r(v) und ¢ € r(u), fiir alle u € [w,v).

Definition 22 (Saturierter Schwacher Run). Sei f eine (bQC7T L1-) QCT L;-State
Function iiber einem Baum 7 = (7, <) und ¢ € sub,p eine Eventualitiat. Fiir jedes w € T,
ein schwacher Run r in f heiit (w, €)-saturiert falls:

e wenn ¢ = EyyUt)y € r(w), dann existiert ein Satisfying Branch g fiir w,  und ¢ in
T

Y

e wenn ¢ = AYyUtysy € r(w), dann sind alle Branches 5 in 7 die durch w kommen,
Satisfying Branches fiir w, r und .

Wir sagen, dafl ein schwacher Run r (w, ey, ..., &,)-saturiert ist, wenn r (w,e;)-saturiert
ist, fiir endlich viele Eventualitéiten €;, « < n. Ein schwacher Run r heif§t w-saturiert in f,
wenn 7 (w, €)-saturiert ist, fiir alle Eventualitéten e.

Angenommen f ist ein schwaches Quasimodell iiber einem endlichen Baum 7 = (T, <)
mit Wurzel wy. Dariiber hinaus komme durch jedes t € f(wy) ein wy-saturierter schwacher
Runin f. Alle Eventualitéiten, die in f(wy) ,gelten® (das heifit in einem ¢ € f(wg) enthalten
sind), werden durch einen Wurzel-saturierten schwachen Run ,erfiillt“. Eventualitéiten, die
in irgend einem anderen Punkt f(w) gelten, werden im allgemeinen nicht erfiillt sein. Aber
wie wir jetzt sehen werden, ist es eine besondere Eigenschaft eines schwachen Runs in einer
endlichen State Function, daf} all diese Eventualitéiten ,iibertragen“ werden, zu einem oder
zu allen dufleren Punkten von 7:

Lemma 23. Sei f eine (bQCT L1-) QCT L1-State Function iber einem endlichen Baum
T =(T,<) undt € f(w) fir einweT.

(a) Angenommen ¢ ist eine Eventualitit der Form Ew Uty € t und r ein schwacher Run
in f, der im Punkte w durch t kommt. Wenn r nicht (w,e)-saturiert ist, dann ezistiert
ein Branch B in T, so daf§ w € 5 und Ey1Utby € r(v) fiir den dufleren Punkt v € 5 sowie
Yy € r(u) fir alle u € [w,v).

(b) Angenommen e ist eine Eventualitat der Form AUty € t und r ein schwacher
Run in f, der im Punkte w durch t kommt. Wenn r nicht (w,e)-saturiert ist, dann gilt
fiir jeden Branch B in T, der kein Satisfying Branch fir w, r und € ist, wenn w € 3, dann

AUty € r(v) fir den duferen Punkt v € 5 und ¢y € r(u) fir alle u € [w,v).

Beweis. Fiir beide Félle: Ist w kein innerer Punkt von 7', nimm den Branch § der w als
auferen Punkt besitzt. Wir konnen also davon ausgehen, daf§ w ein innerer Punkt von 7°
ist.
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(a) Angenommen kein Branch in 7", der durch w kommt ist ein Satisfying Branch fiir
w, r und €. Wir haben einen Branch ( in 7 zu finden, so dal w € § und Ey;Uts € r(v)
fiir den duBeren Punkt v € 3 sowie ¢, € r(u) fir alle v € [w,v). Klar, ¢; € r(w) und
EO(Ey1Uts) € r(w), wegen 1o & r(w) (vergleiche (a6) sowie (3.1)). Da r ein schwacher
Run ist in f und w ein innerer Punkt von 7, so muf} ein direkter Nachfolger w’ von w
in 7 existieren mit EyyUipy € r(w'). Betrachte nun w’ und r(w’) € S,. Wiederhole
diesen Vorgang, bis kein Nachfolger mehr existiert. Der Branch (3, der durch den zuletzt
gefundenen Punkt v kommt, ist der gesuchte.

(b) Sei (3 ein Branch in 7, so dal w €  und [ ist kein Satisfying Branch fiir w, r und
e. Nach (a7) und (3.2) ist ¢4 € r(w) und AO(AYUy) € r(w), da 19 & r(w). Betrachte
nun den direkten Nachfolger w’ von w in 3. Wegen Lemma 17(i) folgt unmittelbar, daf
AUy € r(w'), wegen r(w) < r(w’). Wenn w' nicht der duflerste Punkt von f ist,
wiederhole den letzten Schritt, sonst halte. O

3.5.1 Der ungebiindelte Fall

In diesem Abschnitt betrachten wir ausschlieSlich QC7 L1, das heifit, Konsistenz und Suit-
ability bedeuten immer QCT Li-Konsistenz und QC7 L;-suitable. Es soll aber darauf
hingewiesen sein, daf alles hier gezeigte ebenso fiir bQC7 L, gilt (auf diese Weise kénnen
wir spéter viele der Beweise fiir bQCT £, abkiirzen) — mit einer Ausnahme: Fall (i) in
Lemma 24 unten.

Angenommen S ist ein konsistenter State Candidate und ¢ ein Element von S. Weiter-
hin nehmen wir an, g sei eine Eventualitdt in ¢. Die Formel ¢y kann als ein temporales
,, Versprechen“ angesehen werden — wir haben dafiir zu sorgen, daf§ es erfiillt wird. Zu
diesem Zweck werden wir zeigen, dafl es ein schwaches Quasimodell fg;., iiber einem
endlichen Baum 7 gibt, mit f(wy) = S fiir die Wurzel wy von 7, das ¢ in ¢ erfiillt.

Lemma 24. Zu jedem konsistenten State Candidate S, jedem t € S und allen Fventua-
lititen g € t emistiert ein schwaches Quasimodell f = fg.., Uber einem endlichen Baum
T = (T, <) mit Wurzel wyg, so dafs:

o f(wy) =S5,

o durcht € Sy, kommt ein (wy, €o)-saturierter schwacher Run ro in f.

Beweis. Wir haben zwei Fille zu unterscheiden: (i) gy hat die Gestalt AUt oder (ii)
go hat die Gestalt EyyUi)s.

(i) Sei g9 = Ay U, fixiert. Betrachte die Menge B aller konsistenten Pointed State
Candidates P = (5,t), so dafl einerseits €y € t, jedoch andererseits die Behauptung des
Lemmas fiir S, ¢ und &, nicht erfiillt ist. Offensichtlich ist zu zeigen, dal P = (). Zu diesem
Zweck nehmen wir an, daf§ 8 # ). Setze

19:\/573

PeP
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Angenommen wir konnen

=0 — =(ArUdh) (7)
zeigen. Mit (7) folgt dann - Sp — —(AyUthy) fiir alle P € P. Aber auf der anderen Seite
gilt = Bp — AUy, ebenso fiir alle P € P. Da jedes P € P als konsistent vorausgesetzt

war, muf} unsere Annahme iiber 9 falsch sein. Also B = (), wie gewiinscht. Wir werden
nun versuchen, (7) zu zeigen.

Betrachte zunéchst einen beliebigen konsistenten State Candidate S gemeinsam mit
einem ¢ € S und nimm an, dafl sowohl ¢y € ¢ als auch ¥y € ¢. Fiir den einpunktigen
Baum ({wo}, D) setze f(wg) = S. Trivialerweise kommt durch jedes Element von S ein
schwacher Run in f. Da i, € t, so ist der schwache Run, der durch ¢ kommt, offensichtlich
(wo, g9)-saturiert in f. Also (S,t) € B. Folglich ist 1o & t fiir jedes (S,t) € B. Das heifit
aber, dafl Bp A 15 inkonsistent ist fiir jedes P € P, weswegen

F 19 — —)s.
Nimm an, daf} zusétzlich
F 9 — EOY. (8)

Dann, mit Blick auf (r4), erhalten wir (7) und der Beweis ist komplett. Es ist also (8)
nachzuweisen. Offensichtlich geniigt es, - fp — EOV fiir jedes P € ‘B, zu zeigen. Zu
diesem Zweck behaupten wir das Folgende:

BEHAUPTUNG. Zujedem P = (S5,t) € ‘P existiert ein ¢y, € S und eine Formel der Gestalt
EOvy € ty, so daB alle diejenigen P’ = (S5’,¢') Elemente von ‘B sind, fiir die P < P’ und

() wenn ty = t, dann ¢y € t’ oder
*
wenn tg # t, dann ¢ € t”, fiir ein t” € S mit tq < t”.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG.  Fixiere ein P = (S,¢) € B. Betrachte fiir ein m > 0,
eine Aufzéhlung (t,1); j<m aller Paare (t,7), so dal ¢ € S und EOy € t fiir eine Formel
Y € subyp (beachte, dal zu mindestens EOT € ¢). O.B.d.A. nehmen wir zusétzlich noch
an, dafl es zu jedem j < m ein j' < m gibt, mit

— j#j und

- (tqub)j = (t7¢)j"
Seien t; und v; stets derart, daf (¢;,v;) = (¢,v¢); fur jedes 7 < m. Wir nehmen nun an,
daf unsere Behauptung falsch ist:

Es gibt ein Py = (Sp,tg) € B, so da zu jedem j < m ein konsistenter
Pointed State Candidate P7 = (S7,#7) existiert, der nicht in B ist, und
fiir den zum einen Py < P? und zum anderen (%) beziiglich ¢; und v;
gilt.

Unter der Annahme (}) werden wir zeigen, dal Py € P — ein Widerspruch. Um dies
zu sehen, haben wir lediglich ein schwaches Quasimodell f iiber einem endlichen Baum
T = (T, <) anzugeben, so dafl
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— f(wp) = S fiir die Wurzel wy von 7,
— durch ty € S, kommt ein (wy, £g)-saturierter schwacher Run ry in f.

Da gy € tp und ¥y & tg, so folgt nach (a7), daB AO(AyUts) € to. Mit (f) und
Lemma 17(iii) folgt dann weiter, daf gg € ¢/ fiir jedes 7 < m. Also muf fiir jedes j < m
ein schwaches Quasimodell f7 {iber einem endlichen Baum 77 = (77, <’) mit Wurzel w’
existieren fiir das

- P =9,
— durch #/ € S,,; kommt ein (w?, gy)-saturierter schwacher Run 77 in f7.

Wir definieren f. Seien dazu 0.B.d.A. alle Mengen 77, j < m, disjunkt. Wir setzen

T ={w}u | J 71

j<m

wobei wy & i<m 1 J. Sei < die kleinste transitive Erweiterung iiber T aller Relationen <7,
so dal wy < w’, fiir alle j < m. Offensichtlich ist 7 ein endlicher Baum und

f={(wo, So)yu | J F

j<m

eine State Function iiber 7.

Wir haben zu iiberpriifen, dafl f ein schwaches Quasimodell iiber 7 ist. In der Tat,
durch jedes t € f(w) fiir alle w € T kommt ein schwacher Run r in f; betrachte dazu die
beiden folgenden Félle:

(a) Angenommen w = wy. O.B.d.A. nehmen wir an, da8 fiir ein gewisses £ < m alle
Paare (t,1);, 7 < k, genau die sind, in denen ¢ die erste Komponente ist. Aus (}) folgt,
daB8 es zu jeder Formel EOY) € t ein j < k und ein ¢’ in f(w’) gibt, so da ¢t < ¢ und
Y € t'. Falls k < m setzen wir einfach fiir jedes j € (k,m], ' € f(w?) derart, da8 ¢ < t'.
Durch jedes ' in jedem f(w’) kommt ein schwacher Run 7’ in f7. Sei r die Vereinigung
aller dieser schwachen Runs 7/, so daf zusétzlich r(wy) = t. Klar, r ist ein schwacher Run
in f, der durch ¢ kommt.

(b) Angenommen w # wy, das heifit, w € TV fiir ein j < m. Sei r’ ein schwacher Run
in f7 mit 7'(w) = t. Betrachte r'(w?) € f/(w’). GemiB Lemma 17(ii) sei t’ € f(wy) derart,
dal ¢ < r'(w’). Wie in (a) betrachte t' € f(wyp), um einen schwachen Run r in ganz f zu
finden, der 7’ solcher Art erweitert, dafl r(wy) = t'. Es entsteht jedoch hierbei das folgende
Problem: Angenommen es gibt eine Formel EOY’ € #'. Nach (f) gibt es jedenfalls ein
t" € fi(wl), so daB o' € t”, t' < ¢ und (¢',¢) = (t,¢); — aber ¢/ & r'(w?).

Unsere Aufzdhlung (¢,1); j<, ist nun aber gerade so beschaffen, dafl es zu diesem j
ein j/ # j gibt, mit (t,¢); = (¢,¢’). Falls nun f7(w?) durch '(w’) ,belegt* ist, so
wechsle einfach zu f7'(w?) iiber und betrachte einen schwachen Run r” in £/ der durch
t" € f7'(w’") kommt. Endlich erweitere r den schwachen Run r” auf 77, das heifit, setze
r(w) = r"(w), fir jedes w > w’’.
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Es gilt nun zu priifen, ob durch ¢ ein (wy, £¢)-saturierter schwacher Run rg in f kommt.
Dazu bemerken wir zunédchst das Folgende. Wie wir schon gesehen haben, mufl die Formel
AO(Ay1Uty) in tg sein. Folglich ist nach Lemma 7(ii), EO(Ay;Uts) € tg. Es mufl daher
mindestens ein P/ = (57 t7) &€ P, fiir ein j < m, geben, so daB (*) beziiglich t, und &g
gilt. Setze

ri(w), fiir alle w > w’ und j < m
ro(w) =

to, fiir w = wy.

Mit () und der Definition von f folgt unmittelbar, dal ry ein schwacher Run in f
ist. Mehr noch, es ist nun leicht zu sehen, dafl ry die Formel £y in ¢y saturiert. Wir
bemerken lediglich, dafi ¢y € r/(w?) fiir jedes j < m, da AQgg € to und ty < r(w?). Also
Po & P — ein Widerspruch. Folglich muf3 (f) falsch sein und der Beweis der Behauptung
ist abgeschlossen. &

Fixiere ein P = (5,t) € P. Wie wir jetzt wissen, gibt es ein t; € S und eine Formel
der Gestalt EOy € tg, so daf alle P’ = (S',t') in B liegen miissen, fiir die sowohl P < P’
als auch (x) beziiglich ¢y und ) gilt. Setze Py = (S, to).

GeméB Lemma 19, sei ¢ = \/ fps die (nichtleere) Disjunktion iiber alle konsistenten
Pointed State Candidates P’ = (57, '), mit Py < P" und 1y € t’. Wir zeigen zunéchst

+ Bp, — EOC. 9)
Angenommen (9) gilt nicht, das heiit, p, A AO(—() ist konsistent. Es ist klar, dafl
= Bp, — AO(\/ Bp).
Po=<P’!

Da
- /8770 - EO'QZ)Q,

so erhalten wir

= Bp, — EO( \/ B Ath),

Po=<P’!
mit Blick auf Lemma 7(iii). Folglich, wenn fp, A AO(—() konsistent ist, dann muf

Bp, NEO(=C A \/ Bpr A tdy)

Po<P’

ebenfalls konsistent sein. Das aber heifit, dal es ein P’ = (S’ t’) gibt, mit Py < P’, so daB

Bpy ANEO(=C A Bpr Ady)

konsistent ist. Insbesondere ist —=( A Bpr A 1) konsistent, weshalb ¢y € ¢'. Aber dann
F Bpr — (, im Gegensatz zur Konsistenz von —( A Bp,. Das zeigt (9).

31



Betrachte das eben fixierte P = (S5,t) € B. Um (8) zu zeigen nimm zunéchst an, daf

ty = t, mit anderen Worten, Py = P. Es folgt sofort mit (9) und der oben gezeigten
Behauptung, dafl - 8p — EO¥, da F { — 9.

Nimm nun an, dafl t; # ¢ und nimm weiterhin an, dafl I/ p — EO®, das heifit,
Bp A AO(—19) ist konsistent.

Beachte zuerst, dal - Gp — (ag A 3xty), da tg € S. Daher - Gp — Jz(ag Aty), das
heifit, - Bp — JzBp,. Mit (9) folgt, daBl - Sp — JzEO( oder dquivalent - fp — EOTz(.

Sei & derart, dafl S € & gdw. es gibt ¢’ € 5', so dafl g € t' und Py < P’ fiir
P’ = (5',t'). Beachte, dal nach Lemma 19, & # (. Es ist klar, daB

+ HI‘C — \/ Qgr,

S'e6

Folglich haben wir
F ﬁp — EO( \/ Ozsl). (10)

S'c&
Auf der anderen Seite ist

Bp N AO(=0 A \/ Bpr),

P<P

konsistent, wegen unserer Annahme und

= 8p — AO(\/ Bp).

PP’

Mit anderen Worten
BpAAO(\/  Bp)

PP/, PR
ist konsistent. Dann aber folgt mit (10), daB

Bp AN EO( \/ Bpr A \/ agn)

P<P PgP 57e®

konsistent ist, und insbesondere auch, dafl

Bp NEO(Bpr A agr)

konsistent ist, fiir ein P’ = (5',¢') € P und S” € &. Folglich ist Bpr A g konsistent, wes-
halb S = S”. Das aber heifit, dal P’ die Bedingung (x) beziiglich ¢, und v erfiillt. Nach
unserer Behauptung oben, alle Pointed State Candidates, die diese Eigenschaft erfiillen,
liegen in P — im Widerspruch zu P’. Damit ist (8) gezeigt.

(ii)) Angenommen g5 = EtyUte. Sei P die Menge aller konsistenten Pointed State
Candidates P = (S,t), so dal g € t jedoch die Behauptung des Lemmas fiir S, ¢ und ¢
nicht erfiillt ist. Wir zeigen, dafl dann P = 0. Zu diesem Zweck nimm an, dafi P € P
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fiir einen konsistenten Pointed State Candidate P. Im folgenden werden wir zeigen, daf3
F Bp — —eg, was nicht sein kann. Setze

9=\ Bp.

PePB

Da =)y € t fiir alle P = (S, t) € B, so folgt wie fiir Fall (i) oben zunéchst - Gp — —s.
Daher
9 — —)y.

Wenn wir zeigen kénnten, dafl
F 9 — AO(Y V —(EyUes)), (11)

so hitten wir = 9 — —(EyUys), mit (1r3). Da F Bp — o fiir jedes P € P, so folgt
mit - Bp — —(EyyUthy) der gewiinschte Widerspruch. Also reicht es zu zeigen, dafl
F Bp — AO(Y V —(Ey1Uehy)), fiir jedes P € B, womit dann (11) folgt.

Fixiere dazu ein beliebiges P = (S,t) € P und bezeichne mit ¢ die Disjunktion {iber

alle konsistenten Pointed State Candidates P’ mit P < P’. Wie oben kann man zeigen,
daB
+ ﬁp — AO’[?I.

Wir haben lediglich = AOY" — AO(Y V —=(E1U1hy)) zu zeigen oder, um es anders zu
sagen:
FAOY — AO(g9 — V).

Wir werden versuchen F (¢ A gp) — ¢ nachzuweisen, was dquivalent ist zu F ¢ —
(€0 — U). Beachte, daBl dann - AOY — AO(gg — ¥), mit Blick auf (12). Folglich sind wir
fertig, wenn wir

"(19//\80)%’19

zeigen konnen. Dazu nimm an, daf§ es einen konsistenten Pointed State Candidate P’ =
(57, t") gibt, mit P < P’ und ¢y € ' — jedoch P’ & ‘P.

Nach Definition von P mufl es ein schwaches Quasimodell f’ iiber einem endlichen
Baum (77, <’) geben, das w’" als Wurzel hat, so daf§

- ) =8
— durch ¢’ € S,y kommt ein (w’, g¢)-saturierter schwacher Run " in f’.

Wir werden nun zeigen, dafl f’ zu einem schwachen Quasimodell f iiber einem endlichen
Baum 7 = (T, <) in der Weise erweitert werden kann, daf

— f(wy) = S fiir die Wurzel wy von 7,

— durch t € S, kommt ein (wy, q)-saturierter schwacher Run ry in f.
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Nimm zu diesem Zweck beliebige neue Punkte wg, w1, ..., w, € T’ mit n = (2/sb=% .
|subzp|), und setze T' = T" U {wg, wy, . .., w,}. Bezeichne mit < den transitiven Abschlufl
von <’ iiber T, so dal wy < w’ und wy < w; fiir alle 7 € [1,n].

Sei f nun wie folgt definiert: Fiir die Wurzel wy von 7 setze f(wy) = S. Wenn es ein
t" € S und eine Formel der Form EOv’ € t' gibt, dann nimm ein beliebig freies w; und
setze f(w;) = S;, wobei S < S; und ¢ € ¢; fiir ein ¢; € S; mit ¢’ < ¢; (siche Lemma 19).
Wenn es dann noch ein i € [1,n] gibt und f ist noch undefiniert auf w;, dann setze f(w;)
lediglich so, daB f(wo) < f(w;) (siche Lemma 17(ii)). Dieses f erfiillt alle Bedingungen
des Lemmas beziiglich S, t und gy. Folglich gilt P & 8 — ein Widerspruch. Damit haben
wir (11) gezeigt, und das vervollstandigt unseren Beweis. O

Gegeben ein konsistenter State Candidate S und ein t € S. Wie das ndchste Lemma
zeigt, gibt es zu S und ¢ ein endliches schwaches Quasimodell f, das S als Wurzel hat, und
welches alle Eventualitidten € € ¢ saturiert.

Lemma 25. Zu jedem konsistenten State Candidate S fiir ¢ und jedemt € S existiert ein
schwaches Quasimodell f = fg, tber einem endlichen Baum T = (T, <) mit Wurzel wy,

so daf

o f(w) =5,

e durcht € Sy, kommt ein wy-saturierter schwacher Run r in f.

Beweis. Angenommen {gg,...,e,}, n > 0, ist die Menge aller Eventualitdten in ¢. Wir
zeigen per Induktion iiber ¢ < n, daf es ein schwaches Quasimodell f; = fs;.,,. ¢, iiber
einem endlichen Baum 7; = (7}, <;) mit Wurzel wy gibt, so da8

i fz (w0) - 57
e durch t € S,,, kommt ein (wy, €o, . . ., €;)-saturierter schwacher Run r; in f;.

Der Fall 7 = 0 ist gerade in Lemma 24 betrachtet worden. Wir nehmen also an, daf§ die
Behauptung fiir ein ¢ > 1 gilt. Wir zeigen, dafi die Behauptung dann auch fiir i +1 < n
gelten muB. Zu diesem Zweck betrachte fiir ein m > 0, die Menge {wy,...,w,} aller
auleren Punkte von 7;.

(i) Nimm zunéchst an, da ¢;;; die Form AUty hat. Wenn r; schon (wq,€;41)-
saturiert ist tue nichts, das heifit, setze f;11 = f; und 7;;1 = 7;. Andernfalls, wenn r; noch
nicht (wo, €;41)-saturiert ist, dann muf es einen Branch in 7; geben, der kein Satisfying
Branch fiir wy, r; und ;4 ist. Aber fiir alle solche Branches h;, j < m, in 7; gilt:
giy1 € ri(w;) fiir den &uBeren Punkt w; € hy, und ¢y € r;(v) fiir alle v € [wp, w;) (Lemma
23(b)).

Sei {wy,...,wi}, K < m, die Menge aller duleren Punkte aller Branches h;, j < k,
in 7;, die keine Satisfying Branches fiir wg, r; und ;1 in f; sind. Fixiere ein j < k und
betrachte (f;(w;),ri(w;)) und €41 € r;i(w;). Lemma 24 folgend, gibt es ein schwaches
Quasimodell f7 iiber einem endlichen Baum 77 = (77, <7) mit Wurzel v;, so daf:
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= Jvy) = filwy),
— durch r;(w;) € f(v;) kommt ein (vj, g;11)-saturierter schwacher Run 7 in f7.

Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dafi alle Mengen 7; und
T7 fiir j < k disjunkt sind. Identifiziere nun die Wurzel v; von 77 mit w; € T; fiir alle
7 < k und setze

Ti-‘rl:TiUUTj : <i+1:<iUU<j ; fi—l—l:fiUUfj'

i<k j<k i<k

Dann sind f;; und 7;;; wie gewiinscht. Wir zeigen dazu, da§ durch jedes t € f;11(w)
fiir beliebige w € T;4; ein schwacher Run r in f;; kommt:

Angenommen w € T;. Klar, f;11(w) = f;(w). Sei " ein schwacher Run in f;, der durch
t € fi(w) kommt. Fiir jedes j < k betrachte r'(w;). Dar’(w;) € f;(w;) = f7(v;), so kommt
durch r'(w;) ein schwacher Run r” in f7, das heifit, 7’(w;) = r”(v;) (beachte, daB nach
Definition w; = v;). Es ist damit klar, daf " erweitert werden kann zu einem schwachen
Run 7 in f;; mit r(w) = t.

Nimm nun an, da w € T7 fiir ein j < k. Sei r” ein schwacher Run in f7, so dafl
r"(w) = t. Betrachte r”(v;) € fi(v;) = fi(w;). Sei 1’ ein schwacher Run in f;, der durch
r"(v;) kommt. Indem wir " auf dieselbe Weise wie oben erweitern, erhalten wir einen
schwachen Run 7 in f;,q, der durch t € f;;(w) kommt.

Endlich priifen wir, ob durch ¢ ein (wy, €y, . . ., €;+1)-saturierter schwacher Run r;,; in
fir1 kommt.Zu diesem Zweck betrachte

Ti+1 :TZ‘U UT‘j.
J<k

Es ist klar, dafl r;;; ein schwacher Run in f;;; ist. Dariiber hinaus aber ist r;;; ein
(wo, €0, - - -, €;)-saturierter schwacher Run in f;;;, der durch ¢ kommt, da r; ein
(wo, €0, - - ., €;)-saturierter schwacher Run in f; ist, der durch ¢ kommt. Wir haben lediglich
zu zeigen, dafl r;,1 auch €;,; saturiert. Nimm dazu an, dal es einen Branch h in 7,
gibt, der kein Satisfying Branch fiir wg, r;41 und ;41 in 7,1 ist. Sei b’ = hNT;. Klar, b’
kann kein Satisfying Branch fiir wy, r; und €;,1 in 7; sein (andernfalls wire h ein Satisfying
Branch fiir wg, 741 und €;4; in 7;11). Aber dann ist ;11 € r;(w;), wobei b’ = h; fiir ein
Jj < k geméf Lemma 23(b).

Nach Konstruktion ist A’ = h N T ein Branch in 77. Wir erinnern uns, da 7/ ein
(vj, £i41)-saturierter schwacher Run in f7 war. Also, 2" muf ein Satisfying Branch fiir v;,
rJ und €;41 in 77 sein.

Aber dann mufl A = A/ U A" ein Satisfying Branch fiir wg, r;41 und €;,; in 7;,; sein, da
fi(w;) = fi(vy), ri(w;) =17 (v;) und w; = v;. Das widerspricht jedoch der Wahl von h.

(ii) Angenommen nun ¢;,1 hat die Gestalt E¢;Uthy. Wenn r; ein (wo, €;41)-saturierter
schwacher Run ist, setze einfach f;; = f; und 7;,; = 7;. Andernfalls, wenn r; nicht
(wo, €;11)-saturiert ist, dann sind alle Branches in 7; keine Satisfying Branches fiir wy, r;
und €;41. Nach Lemma 23(a) gibt es einen Branch h;, 7 < m, in 7;, so daB: €41 € r;(w;)
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fir den &dufleren Punkt w; € hj, und ¢, € r;(v) fiir alle v € [wp, w;). Das Argument fiir
(ii) ist jetzt genau dasselbe wie fir (i). O

Wie wir bald sehen werden, kénnen Quasimodelle auf eine sehr bestimmte Weise in,
wie wir es nennen werden, Blocke zerlegt werden. Umgekehrt lassen sich aus Blocken
Quasimodelle aufbauen. Doch zunéchst die Definition.

Definition 26 (Block). Sei 7 = (T, <) ein endlicher Baum mit Wurzel wy und f ein
schwaches Quasimodell fiir ¢ {iber 7. Wir nennen f einen Block fiir ¢ iiber 7', wenn durch
jedes t € Sy, ein wy-saturierter schwacher Run in f kommt.

Mit Blick auf Lemma 25 und Definition 26 werden wir nun das folgende Lemma zeigen
konnen:

Lemma 27. Zu jedem konsistenten State Candidate S fiir ¢ existiert ein Block f = fs
fir ¢ diber einem Baum T mit Wurzel wg, so daff f(wy) = S.

Beweis. Betrachte die Menge {to,...,tx} = S fiir ein & > 0. Der Beweis verlduft per
Induktion iiber ¢ < k.

Sei 7 = 0. Geméf Lemma 25 sei fy = fs4, ein schwaches Quasimodell {iber einem
endlichen Baum 7y = (T}, <o) mit Wurzel wg, und 7y ein wyp-saturierter schwacher Run in

fo, so daf3
- fO(MO) = 57
— To(wo) = to.

Sei nun 7 > 0. Angenommen wir haben bereits ein schwaches Quasimodell f; = fs,....+
tiber einem endlichen Baum 7; = (T}, <;) mit Wurzel w, definiert, so dafl

— filwy) =5,
— rj(wp) = t; fiir einen wy-saturierten schwachen Run r; in f;, j <.

Wir werden sowohl eine endliche State Function f;,, die f; erweitert, als auch einen
wop-saturierten schwachen Run r;, 1 in f;1 1, mit r;q(wo) = ¢;11, definieren. Dazu betrachte
einen schwachen Run r in f;, der durch ¢;,; kommt und nimm an, daf§ » nicht wy-saturiert
ist (andernfalls setze f;11 = f; und betrachte t¢; o, falls vorhanden). Sei {w,..., w,},
m > 1, die Menge aller &ufleren Punkte 7;.

Fiir jedes w; € T;, j < m, betrachte r(w;) € f;(w;) und setze S7 = f;(w;) und
) = r(w;). Nach Lemma 25 sei f/ = fg; s ein schwaches Quasimodell iiber einem endlichen
Baum 77 = (7Y, <7) mit Wurzel v;, so da}

- fj(vj) = fi(w;),

— rJ(v;) =t fiir einen v;-saturierten schwachen Run 77 in f7.
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Fiir jeden dufleren Punkt w;, j < m, in 7;, fiige alle Punkte von 77 zu 7T; hinzu und
erweitere <; durch alle Relationen <?. Nenne den entstandenen Baum 7;,; = (T4 1, <i11)
und bezeichne mit fi11 = fg4,..4 4., dasjenige schwache Quasimodell iiber 7, das nach
dem Zusammenfiigen von f; mit allen f7 durch Identifikation der v/ mit w; fiir alle j <m
entsteht.

Es ist klar, daf8 f;;1(wy) = S. Dariiber hinaus ist der schwache Run

Tig1 =1U U'f’Ja

Jj<m

der durch t;,; kommt (beachte, dal r(wg) = ;41 in f;), offensichtlich wg-saturiert in f;,.
Auf diese Weise haben wir nach k-vielen Schritten ein endliches schwaches Quasimodell
f = fst,..1, iiber einem Baum 7 = (T, <) mit Wurzel wy definiert, so dafl

- f (wo) =5,
— durch jedes t € S kommt ein wg-saturierter schwacher Run in f.

O

Wie oben schon bemerkt, werden lediglich diejenigen Eventualitéiten erfiillt, die in der
Wurzel eines Blocks ,,gelten“. Lemma 27 gibt uns mit Blick auf Lemma 23 die Moglichkeit,
alle Eventualitdten eines Block zu erfiillen. Wir werden dazu versuchen, jeden &ufleren
State eines Blocks mit der Wurzel eines anderen Blocks zu identifizieren. Dazu die folgende
Definition.

Definition 28 (Satisfying Set). Eine Menge ¥ heifit Satisfying Set fir ¢, wenn die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

e es gibt einen Block in X, der ein S zur Wurzel hat mit ¢ € | J S,

e zu jedem dufleren S, in jedem Block in 3, existiert ein Block in Y, der dieses S zur

Wurzel hat.

Lemma 29. Angenommen es gibt ein Satisfying Set fiir @, dann existiert ein Quasimodell
f fir o, das @ erfillt.

Beweis. Sei Y ein Satisfying Set fiir . Wir definieren das Quasimodell f iiber 7 =
(T, <) als Limes von Blocken in 3. Wir starten mit einem Block fy iiber einem Baum
7o = (To, <o), der ein S zur Wurzel hat mit ¢ € (JS. Angenommen wir haben fiir ein
n > 0 einen Block f,, iiber einem Baum 7, = (7},, <,) definiert, der S zur Wurzel hat. Sei
frx1 dber 7,01 = (Th41, <py1) wie folgt: Ist v ein duBlerer Punkt von 7,,, dann erweitere
frni1 fn an der Stelle v durch einen passenden Block f, in ¥, das heift, ist w die Wurzel
von f,, so gilt f,(w) = f,(v). Wir setzen dann f = lim, .. f, und 7 = lim,,_,»7,.

f ist wohl definiert, da ¥ ein Satisfying Set ist. Wir haben zu zeigen, dafl durch jedes
t € f(w) fir alle w € T ein Run r in f kommt. Sei dazu n > 0 minimal mit w € T,,.
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Klar, durch t € f,(w) kommt ein schwacher Run r,, in f,. Aber fiir alle &uleren Punkte
v von 7, gilt, daf§ alle Eventualitdten in r,(v) in f,,; erfiillt werden, ndmlich durch einen
v-saturierten schwachen Run 7,1 in f,,1, der r, erweitert. Es sollte klar sein wie r,,1 zu
erweitern ist, um schliellich r zu erhalten. O

Mit Lemma 16 und Lemma 29 folgt dann:

Korollar 30. Sei ¢ ein monodischer LqctL-Satz, der konsistent ist mit QCT L. Die
Formel ¢ st erfillbar in einem Modell, wenn es ein Satisfying Set fiir ¢ gibt.

Wir haben also nur noch zu zeigen, dafl es zu jedem konsistenten Lqcti,-Satz ein
Satisfying Set gibt.

Lemma 31. Sei ¢ ein monodischer LqctL-Satz, der konsistent ist mit QCT Ly. Dann
existiert ein Satisfying Set 3 fiir ¢.

Beweis. Nach Lemma 27 geniigt es zu zeigen, dafl es einen konsistenten State Candidate
S gibt, so dal ¢ € |JS. Sei &, die Disjunktion iiber alle Pointed State Candidates.
Da einerseits = &, und andererseits ¢ konsistent ist, so mufl die Formel ¢ A {, ebenfalls
konsistent sein. Also existiert ein Pointed State Candidate P = (S5,t), so dal ¢ A 3,
konsistent ist. Das heifit aber insbesondere, dafl ¢ € t. O

3.5.2 Der gebiindelte Fall

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafi das Axiomensystem bQCT L, vollsténdig ist
beziiglich bQCTL;. Ab jetzt werden wir sagen, dafl eine Lqcti,-Formel ¢ konsistent ist,
wenn sie konsistent ist mit bOC7T L. Dariiber hinaus bedeutet suitable stets suitable in
bOCT L.

Sei T = (T, <) ein endlicher Baum, f ein schwaches Quasimodell iiber 7 und w € T.
Wir sagen, dafl ein schwacher Run r in f addquat fiir w ist, wenn fiir alle Eventualitdten
e € r(w) ein Satisfying Branch fiir w, r und ¢ in 7 existiert. Wenn durch jedes t € f(w)
ein schwacher Run in f kommt, der addquat ist fiir w, dann sagen wir, dafl f addquat fiir
w ist. Das néchste Lemma ist ein Spezialfall von Lemma 27:

Lemma 32. Fir jeden konsistenten State Candidate S existiert ein endliches schwaches
Quasimodell, das S zur Wurzel wg hat und das addquat fiir wy ist.

Beweis. Wir bemerken, dafl mit Blick auf (r4) lediglich der Beweis von Fall (i) in Lemma
24 nicht durchgeht. Also priife die Beweise von Lemma 24 Fall (ii), Lemma 25 und von
Lemma 27. Die Behauptung folgt dann unmittelbar mit (a8). a

Lemma 33. Zu jedem konsistenten State Candidate S und zu jedem t € S gqibt es ein
schwaches Quasimodell f iber einem endlichen Baum T = (T, <) mit Wurzel wg, so dafi:
f ist addquat fiir wy, und es existiert ein Branch (8 in T, wobei durch t ein schwacher Run
ran f kommt, der addquat fiir wy ist, und 3 ist ein Satisfying Branch fir wg, v und alle
Eventualitdten der Form AUy, € t.

38



Beweis. Lemma 32 folgend beginnen wir mit einem schwachen Quasimodell f; iiber einem
Baum 7, = (T, <o), das S zur Wurzel wy hat, und das addquat ist fiir wy. Sei ry ein
schwacher Run in fy, addquat fiir wg, der durch ¢ kommt.

Sei €g,€1,...,€x, k > 0, eine Aufzdhlung aller Eventualitdten der Form Ay, Uiy € t.
Fixiere einen Branch 3y in 7y, der ein Satisfying Branch fiir wy, ro und & ist.

Wir nehmen nun an, dal wir fiir ein gewisses ¢ < k bereits ein schwaches Quasimodell
fi iber einem 7; = (T}, <;) definiert haben, das S zur Wurzel wy hat und das adiquat ist
fiir wg. Weiterhin nehmen wir an, daf ein schwacher Run r; in f; existiert, der addquat
fiir wg ist und der in wy durch ¢ty kommt, so dafl es einen Branch (; in 7; gibt und ; ist
ein Satisfying Branch fiir wg, r; und alle € € {eg,1,...,&;}.

Wenn f; bereits ein Satisfying Branch fiir wy, r; und ¢,, ist, dann tue nichts, das
heifit, setze fii1 = fi, ;o1 = 7; und 7;51 = ;. Andernfalls gehe wie folgt vor: Betrachte
den duferen Punkt v; von (; in 7;. Nach Lemma 32 existiert ein schwaches Quasimodell
f’ iiber einem Baum 77, das S’ = f;(v;) zur Wurzel v’ hat, und das adéiquat fiir wy ist.
Demnach kommt durch r;(v;) € S’ ein schwacher Run 7" in f’, der addquat ist fiir w’, also
r'(w') = r;(v;). Dag;41 € 7;(v;), so haben wir lediglich noch einen Satisfying Branch g’ fiir
w', v und €;,1 in 7' zu fixieren.

Identifizieren wir v; mit der Wurzel von 77, so konnen wir 7; durch 7" erweitern, um
auf diese Weise den Baum 7;,; zu erhalten. Analog erweitern wir f; durch f’, und erhalten
fix1. Sei schlieBlich 7;,; der schwache Run in f;,;, der entsteht, wenn wir r; durch " auf
ganz 7;,, ausdehnen. Klar, r;,; ist addquat fiir wy. Es ist nun leicht einzusehen, dafl
der Branch (;;; = §; U in 7;.; in der Tat ein Satisfying Branch fiir wyg, ;.1 und alle
e €{eo,...,&i, 41} ist. Setze endlich f = fx, T = Ty, r = rp und [ = fy. O

Wir werden nun Definition 26 fiir unsere Zwecke modifizieren:

Definition 34 (Block). Sei 7 = (7,<) ein endlicher Baum mit Wurzel wy, f ein
schwaches Quasimodell fiir ¢ iiber 7, R eine Menge schwacher Runs in f und 3 ein Branch
in 7. Wir nennen das Tripel der Form (f, R, 3) einen Block fiir ¢ iiber 7, wenn fiir jedes
t € Sy, genau ein r € R existiert, der adaquat ist fiir wy, mit r(wg) = ¢, und [ ist ein
Satisfying Branch fiir wg, r und alle Eventualitdten der Gestalt Ay, Uiy € t.

Lemma 35. Zu jedem konsistenten State Candidate S ezistiert ein Block (f, R, [3) tber
einem Baum T = (T, <) mit Wurzel wy, so daf f(wg) = S.

Beweis. Wir starten mit einer Aufzéhlung tg,t1,...,¢ fiir ein [ > 0 aller t € S. Lemma
33 folgend konnen wir annehmen, dafl wir bereits ein schwaches Quasimodell f; fiir ein
i > 0 tiber einem Baum 7; = (7T}, <;) mit Wurzel w, definiert haben, das adaquat ist fiir
wp, gemeinsam mit einem Branch [; in 7;, so dal durch ¢; fiir alle j < ¢ ein schwacher Run
rj in f; kommt, der addquat ist fiir wy, und §; ist ein Satisfying Branch fiir wy, r; und alle
Eventualitdten der Form AUty € 1.

Betrachte ¢;,1. Sei 7" ein schwacher Run in f;, addquat fiir wg, der in wqy durch ¢;,;
kommt. Wenn [3; bereits ein Satisfying Branch fiir wy, r” und alle Eventualitidten der Form
Ay Utpy € t;,q ist, dann gibt es weiter nichts zu tun. Andernfalls betrachte den dufleren
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Punkt v; von §; in 7; und setze S’ = f;(v;). Abermals nach Lemma 33 sei f’ ein schwaches
Quasimodell iiber einem Baum 77 = (7", <) mit Wurzel w’, das addquat fiir w’ ist, mit
f'(w") = S, und fiir das ein Branch ' in 7" existiert, so da§ durch t' = r"(v;) € 5’
ein schwacher Run " in f’ kommt, und 3’ ist ein Satisfying Branch fiir w’, v’ und alle
Eventualitiaten der Form AUty € t'.

Es sollte nun klar sein, auf welche Weise f; und 7; zu erweitern sind, um f;,; und 7;
zu erhalten. Setze ;11 = (; U (#. Damit ist r;;1 = " U r” ein schwacher Run in f; 1,
adaquat fir wg, der in wy durch ¢;,; kommt. Mehr noch, 3;,; ist ein Satisfying Branch
fiir wg, r;41 und alle Eventualitéiten der Form Ay,Uvyy € t;,1. Fiir jedes j < i selektiere
einen schwachen Run 77 in f’, der in w’ durch r;(v;) € f'(w’) kommt. Um endlich r; zu
einem schwachen Run in f;;; zu erweitern, betrachte die Vereinigung von r; und r}. Zur
Vereinfachung nenne die entstandene Funktion wieder r;. Setze schlieBlich f = f;, 7 =7,

R=A{rg,...,r} und B = (. O
Sei ¢ eine monodische Lqcti-Formel. Analog zu Definition 28:

Definition 36 (Satisfying Set). Eine Menge X heifit Satisfying Set fir ¢, wenn die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

e es gibt einen Block (f, R, 3) in ¥ mit ¢ € [J S fiir die Wurzel S von f,

e zu jedem duBeren S, in jedem Block (f, R, §) € X, existiert ein Block in X, der dieses
S zur Wurzel hat.

Lemma 37. Wenn es ein Satisfying Set X fir ¢ gibt, dann ezistiert ein allgemeines
Quasimodell f, das ¢ erfillt.

Beweis. Wie im Beweis zu Lemma 29 sei f der Limes schwacher Quasimodelle f, fiir
jedes n > 0 wie folgt: Wir starten mit einem Block By = (fo, Ro, o) € X iiber einem
Baum 7y = (Tp, <o), so daB fy ein S zur Wurzel wq hat, fiir das ¢ € |JS.

Angenommen wir haben bereits einen Block f,,, n > 0, iiber einem Baum 7,, = (T},, <,,)
definiert; dabei habe f, den State S zur Wurzel. Wir erweitern nun f, zu f,.; iiber
Toi1 = (Thi1, <ni1): Zu jedem duBeren Punkt v von 7,, existiert ein Block (f', R', ') € &,
der §" = f(v) zur Wurzel hat. Ist f’ eine State Function iiber einem Baum 7" = (77, <’),
dann ersetze in 7, den dufleren Punkt v durch den vollstindigen Baum 7’ und erweitere
fn auf die neu hinzu gewonnenen Punkte entsprechend f’. Dies mache fiir jeden dufleren
Punkt von 7,,. SchlieBlich setze f = J,>q fo: T = U, 50 Tn und <= U, >¢ <n-

Nenne einen Branch v in 7 gut, wenn er unendlich oft durch einen Block aus ¥ kommt,
das heifit, wenn es zu jedem w € 7 ein v > w in 7 und einen Block (f’, R’, #’) in 3 gibt, so
daBl ' C 7, und f’ erweitert f, fiir ein n > 0 an einem &ufleren Punkt von 7,,.

Sei B die Menge aller guten Branches in 7 = (T, <). Es ist klar, da§ (a): zu jedem
w € T existiert ein # € B mit w € . Wir haben also lediglich zu zeigen, daf§ (b): durch
jedes t € f(w), fiir alle w € T, kommt ein Run r in f:

Fixiere ein w € T und nimm an, dafl n > 0 die kleinste Zahl ist, mit w € T,,. Da f,
ein schwaches Quasimodell ist, finden wir einen schwachen Run r,, in f,, mit r,,(w) = t.
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Angenommen wir haben fiir ein m > 0 einen schwachen Run r,, in f,,, definiert, so daf
Tnp (W) =t. Umry, . in fyime1 zu definieren, betrachte 7,40, = (Thim, <nim). Fiir jeden
duBeren Punkt v von 7, ., sei (f,, Ry,7) € 2 ein Block iiber einem Baum 7, = (T, <,),
der f,1m in v erweitert. Nach Definition kommt durch t, = 7, (v) € foim(v) = fo (W),
wobei w' € T, die Wurzel von 7, ist, ein schwacher Run r, € R,,, der adaquat ist fiir w’.
Setze

Thnpmir = T Y U Ty-

v duBerer Pkt.

von Tpy tm

Damit ist 7, ., ein schwacher Run in f;,4,,41. Es ist dariiber hinaus ebenso klar, dafl alle
Eventualitéiten der Form Ew;U1)y in t, fiir beliebige dulere Punkte v von 7., realisiert
sind durch 7, ., das heifit fiir jede Eventualitét ¢ dieser Form in allen 7, (u), u < v,
existiert ein v’ € Ty, 441, v > u, und € wird realisiert durch r,, , bis v’. Setze

r= U o

m>0

Betrachte ¢ € f(w). Angenommen ¢ = Ey;Ut, € t. In der Tat, r ist ein schwacher Run in
f, der in w durch ¢t € f(w) kommt. Es folgt aber aus (a), dal es ein 5 € B gibt, und 3 ist
ein Satisfying Branch fiir w, r» und e.

Um schliellich zu sehen, dafl » ein Run in f ist, nimm an € € ¢t hat die Gestalt Ay Uts.
Fixiere einen beliebigen Branch § € B mit w € (. Wir haben zu zeigen, dafl 3 ein
Satisfying Branch fiir w, r und ¢ ist. Da 3 gut ist, das heifit, # kommt unendlich oft durch
einen Block in f, mufl eine Zahl n > 0 existieren, gemeinsam mit einem v > w in 3, so
daB: v ist ein duBerer Punkt von f, und v C 3, wobei (f’, R',7) € ¥ ein Block ist, der im
n’ten Schritt v ersetzt. Aber dann gilt ' C r fiir ein v’ € R'. 0

Mit Lemma 35 und Lemma 37 konnen wir den Beweis von Theorem 6 abschlief3en:

Lemma 38. Jede bQCT L,-konsistente LqctL,-Formel ¢ ist erfiillbar in einem bQCTL-
Modell.

Diskussion

Mit Hilfe der Methode der Quasimodelle konnten wir zeigen, dafl die von uns vorgeschlage-
nen Axiomatisierungen OC7 £, und bQC7 L, vollstandig sind beziiglich der in Abschnitt
3.1 eingefiihrten monodischen Fragmente von QCTL bzw. bQCTL.

Der Hauptteil des Beweises zur Vollstéandigkeit von QC7 L, entfiel dabei auf den Nach-
weis, dafl alle Eventualitdten der Gestalt AU in dem von uns konstruieren Quasimodell
erfiilllt werden (Lemma 24(i)). Dies aber war genau die Stelle, an der die Limit Closure
Regel zum tragen kam; (r4) gab uns die Kontrolle iiber alle Branches die entstehen, wenn
man einen Baum aus endlichen Fragmenten zusammensetzt. Das aber heifit nichts anderes,
als dafl uns alle Eigenschaften der Struktur bekannt sind, die sich durch Satze der Form

AUy ausdriicken lassen.
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In dem Beweis zur Vollstédndigkeit von 6QCT L, konnten wir entsprechend nur den
zweiten Teil von Lemma 24 nutzen. Die Idee hinter diesem Beweis war relativ einfach:
Nimm genau die Branches in das Biindel auf, die sich beziiglich der Formeln AU,
,korrekt® verhalten. Auf diese Weise lie3 sich ein Riickgriff auf (r4) umgehen.

Damit ist schliellich gezeigt, dal die von uns betrachtete Logiken, also QCTL; und
bQCTL,, rekursiv aufzéhlbar sind. Entscheidbar freilich kann keine dieser Logiken sein,
da beide den volle Pradikatenkalkiil umfassen. Letzteres schliefit natiirlich keineswegs die
Moglichkeit aus, dafi nicht doch ausdrucksstarke entscheidbare Fragment dieser Logiken
existieren.
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4 Entscheidbarkeit nichtlokales CTL* und PCTL*

Der Wahrheitswert komplexer Aussagen in CTL* ist branchabhéngig, der Wahrheitswert
atomarer Aussagen iiblicherweise nicht. Aussagen wie ,es regnet” hingen ausschliefllich
vom Hier-und-Jetzt ab, nicht aber von zukiinftigen Ereignissen. Es geniigt daher eine
Form der lokalen Semantik: die Wahrheit atomarer Aussagen héngt ausschliefSlich vom
Zeitpunkt ihrer Bewertung und nicht von dem jeweilig intendierten Geschichtsverlauf ab.
Wie verhélt es sich aber mit (atomaren) Aussagen iiber zukiinftige Ereignisse, wie etwa
der aristotelischen ,Morgen wird es eine Seeschlacht geben®. Solche Behauptungen sind
erfahrungsgeméaf kontingenter Natur — die Geschichte konnte schliellich einen anderen
als den vermuteten Verlauf nehmen. So mufl es nicht mit Notwendigkeit morgen zu einer
Seeschlacht kommen, und in Folge dessen findet morgen kein derartiges Ereignis statt. Die
Lokalitét unserer Semantik gestattet es uns nicht, der Kontingenz dieser Aussage Rech-
nung zu tragen (vergleiche dazu die interessante Diskussion in [55, pp. 2-3]). Andererseits
mag einem die lokale Form der Bewertung atomarer Aussagen ganz natiirlich erscheinen,
denn die Aussage ,,Morgen wird es eine Seeschlacht geben* macht von einem temporalen
Operator Gebrauch und kann somit gar nicht atomar sein.

Dieser Ansatz erscheint jedoch kiinstlich, denn es ist iiberhaupt nicht ersichtlich, warum
und vor allem wie wir die Beschaffenheit atomarer Aussagen einschrianken sollten. Eine
Behauptung der Art ,,Ich werde einmal ein grofles Werk veroffentlichen® mag atomar sein,
jedoch ist der Wahrheitswert dieser Aussage von Bedingungen in der Zukunft abhéngig,
von denen ich heute noch gar keine Kenntnis habe kann. Anders ausgedriickt, in lokaler
Semantik miifiten all diejenigen Verlaufe der Geschicht ausgeschlossen werden, die es mir
gerade nicht ermoglichen werden, einmal ein grofles Werk zu verdoffentlichen.

Es ist jedoch nicht {iblich einem logischen System vorzuschreiben, welche Art Aus-
sagen als atomar zu behandeln sind und welche nicht. So beséiflen atomare Aussagen
einen anderen logischen Status als zusammengesetzte Formeln, und eine Beweistheorie etwa
miifite dies beriicksichtigen (zum Beispiel fiihrte die Substitutionsregel zu keinen korrekten
Schliissen). Um es schlieBlich noch sinnfélliger zu machen: benutzt man ein solches System,
um zum Beispiel praktische Anwendungen zu modellieren, so haben wir zu iiberlegen, ob die
Aussagen die durch solche Variablen benannt werden, tatséchlich zukunftsunabhéngig sind
(also lokal) oder falls nicht, wie sie dann iiberhaupt mit lokalen Atomen auszudriicken sind.
Der Einwand, solche Aussagen seien also gar nicht atomarer Natur, sondern ausschliellich
unter Benutzung temporaler Operatoren zu formulieren, kann somit nicht befriedigen.

Das motiviert die Betrachtung von CTL* mit nichtlokaler Semantik: der Wahrheitswert
atomarer Aussagen héngt nun nicht mehr nur von dem Zeitpunkt ihrer Bewertung ab,
sondern zusétzlich auch von dessen Zukunft (Philosophen machen im {ibrigen schon langer
von diesem Ansatz Gebrauch [55]). Es sei noch darauf hingewiesen, dal man im Vergleich
zur lokalen Semantik, nicht an Ausdrucksstiarke verliert, denn es lassen sich ohne grofle
Miihe Formeln bilden die sagen, dafl ein bestimmtes Atom zukunftsunabhéngig ist.

Wir werden in Abschnitt 5.3 zeigen, dafl sich das Erfiillbarkeitsproblem des schwach
monodischen Fragments von Lqpct+, auf die nichtlokale Erfiillbarkeit von Lpct+-Formeln
reduzieren la8t. Dieser Abschnitt wird sich daher mit dem Erfiillbarkeitsproblem in nicht-
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lokaler CTL* bzw. PCTL*-Semantik befassen. Wegen CTL* = Lcr- N PCTL* kann und
wird sich die hier gegebene Argumentation ausschliefllich auf PCTL* beziehen.

Erfullbarkeit bedeutet innerhalb dieses Abschnitts stets nichtlokale Erfiillbarkeit. Zu-
néchst das folgende Lemma:

Lemma 39. Wenn eine Lpcri--Formel ¢ erfillbar ist in einem (allgemeinen) Modell,
dann ist ¢ erfillbar in einem (allgemeinen) Modell tiber einem abzihlbaren w-Baum.

Beweis. Wir benutzen die Lowenheim—Skolem Methode (vergleiche etwa [9, S.577] und
[55, Proposition 7.1]). Sei M = (7,-) ein Modell, das ¢ erfiillt (wir unterdriicken die
Angabe des Domains D, da wir es hier mit einer rein propositionalen Sprache zu tun
haben). Dabei sei 7 = (T, <, B) ein allgemeiner Baum. Wir kénnen M als zweisortige
erststufige Struktur wie folgt ansehen: Die beiden Sorten Individuen sind 7" und B. Wir
nehmen dann (i) die Ordnung des Baumes <, mit Sorte (7',7"), (ii) eine binére Relation
€, der Sorte (T, B) (reprisentiert ,w € $“ fir w € T und [ € B) sowie (iii) eine binére
Relation P fiir jedes Atom p der Sorte (B,T) (,,P(5,w)* repréasentiert ,M, 3, w = p“),
hinzu.

Eine elementare und abziahlbare Substruktur (vergleiche [25, §2.5]) von M liefert uns
ein gebiindeltes Modell My = (7o, -0), dessen unter liegender w-Baum 7, = (Tp, <o) und
dessen Biindel B, abzihlbar sind. Die Giiltigkeit erststufiger Formeln bleibt beim Ubergang
von M zu M, erhalten. Ist namlich v(p) = {(B,w) | M, B,w = p}, so gilt z.B. vy(p) =
o(p) N{(B,w) | w e Bund B € By} fiir jedes Atom p. Es ist nicht schwierig jede Lcri+-
Formel in die entsprechende zweisortige erststufige Formel zu iibersetzen. Dann folgt fiir
jedes B € By, w € § und jede LpctL+-Formel 1, daf3

M, BwEY gdw. My, B, w E 1. (12)

Also ist ¢ erfiillbar in M. Damit ist der Beweis fiir den gebiindelten Fall abgeschlossen.

Angenommen B enthélt alle Branches in 7. Sei M, = (TO, TO) das Modell, das aus M,
dadurch hervorgeht, indem By die Menge aller Branches in 7j ist und ho(p) = {(w,3) €
h(p)|B € Hy}, fiir jedes Atom p. Wir behaupten, daf fiir jede Lpcy+-Formel v alle vollen
Branches v in 7y und alle w € ~

My wi gdw. Mg,y w = 1.

Per Induktion iiber 1. Der atomare Fall sowie die Boolschen und temporalen Félle sind
klar. Betrachte den Fall E1) und nimm an, die Behauptung sei fiir ¢/ bereits gezeigt. Wenn
M, v, w = E, so fixiere irgend ein 5 € By, mit w € (. Klar, dafl dann M, 5, w = Eu.
Mit (12) folgt dann M, 3, w = E¢. Damit mufl es ein ' € By geben, mit w € ' und
M, w = 1. Abermals mit (12) folgt M, ', w = . Nach Induktionsannahme gilt
Mo, B, w = ¥ und somit My, v,w = Et), wie gewiinscht. Die umgekehrte Richtung ist
leicht, und sei dem Leser iiberlassen. Wie oben folgt, da8 ¢ in M, erfiillt ist. O

Fixiere ein Lpct +-Formel . Der Begriff eines Typs fiir ¢ (Definition 9) iibertragt sich
unmittelbar auf die folgenden Betrachtungen; lediglich die Bedingungen (3.1) und (3.2)
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oberhalb der genannten Definition verlieren hier ihre Giiltigkeit. Finige andere Definitionen
miissen noch ihrer neuen Aufgabe angepafit werden:

Definition 40 (State Candidate). Eine Menge S von Typen fiir ¢ heifit State Candi-
date fiir v, wenn sie nichtleer ist und fiir alle Formeln der Gestalt Ev» € subyp, die drei
Bedingungen Ev € (S, Ev € |JS und ¢ € |J S dquivalent sind.

Sei 7 = (T, <) ein w-Baum. Beachte in der folgenden Definition, daf§ wir hier mit der
irreflexiven Form von until arbeiten.

Definition 41 (Run). Sei S, fiir jedes w € T eine nichtleere Menge von Typen fiir ¢ und
[ ein Branch in 7. Ein Run in (3 ist eine Abbildung r : g — U Sw, so dafl

weS

o r(w) € S, fir jedes w € g,

e fiir alle ¥;Uyy € sub,p und alle w € (: YUty € r(w) gdw. es gibt ein v > w mit
v E B, Py €r(v) und ¢ € r(u) fir alle uw mit w < u < v,

o fiir alle 1Sy € sub,p und alle w € (: ¥;SYy € r(w) gdw. es gibt ein v < w mit
e € r(v) und Yy € r(u) fir alle v mit v < u < w.

Erneut fassen wir Familien von State Candidates zu Quasimodellen zusammen, auf
deren Betrachtung wir uns im weiteren beschrinken kénnen (Lemma 43):

Definition 42 (Quasimodell). Eine Familie (S,,),er von State Candidates heifit Quasi-
modell fiir ¢ tiber T, wenn

1. petfiremweTund t € S,

2. fiir alle w € T und alle t € S, existiert ein Branch  in 7 sowie ein Run r in 3, so
da w € § und r(w) = t,

3. fiir jeden Branch ( in 7 existiert ein Run in .

Wir sagen, dafl (Sy,)wer ein gebindeltes Quasimodell fiir ¢ iiber 7 ist, wenn lediglich die
Bedingungen 1 und 2 erfiillt sind.

Wir werden hier eine besondere Art w-Baume nutzen: Fiir eine nichtleere Menge A
schreiben wir <“A fiir die Menge aller endlichen <-Sequenzen von Elementen aus A. Fiir
&,m € <“A gelte £ < n, falls n die Verkettung & ( fiir ein nichtleeres ( € <“A ist — das
heiflt, ¢ ist ein echtes Anfangsstiick von 7. Dann ist (YA, <) ein w-Baum, der abzdhlbar
ist, wenn A abzahlbar ist.

Sind 7 = (T, <r) und U = (U, <y) w-Béume, dann ist das Produkten von 7 und U
durch

ToU=({(w,v)|weT, vel, hg(w)=hg(v)}, <)

definiert (hg(w) = |{v € T' | v < w}| ist die jedem Punkt w € T eindeutig zuordnenbare
Héhe von w). Dabei gilt (w,v) < (w',v") gdw. w <7y w' und v <y v'. Klar, 7 @ U ist ein
w-Baum, und falls 7 und U abzéhlbar sind, dann ist auch 7 ® U abzéahlbar.
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Lemma 43. Fine LpctL--Formel ¢ ist erfillbar in einem (gebiindelten) Modell gdw. es
gibt ein (gebiindeltes) Quasimodell fiir ¢ iiber einem abzdhlbaren w-Baum.

Beweis. Sei M = (7,), mit 7 = (T, <, B), derart, dall M, [y, wy = ¢ fiir ein Gy € B
und ein wy € (y. Nach Lemma 39 kénnen wir jedenfalls annehmen, daf§ 7 abzéhlbar ist.
Fiir jedes # € B und alle w € (3 sei

tp(w, B) = {¢ € subp | M, 3, w = ¢}.

Klar, tp(w, 3) ist ein Typ fiir ¢. Fiir jedes w € T sei
S = {tp(w, B) | w € 3 und 3 € B},

Es ist klar, daf§ S, fiir jedes w € T ein State Candiate ist. Fiir jedes § € B ist dann
die Abbildung r3 : w +— tp(w,3) ein Run in 5. Wir behaupten nun, daB (S, )wer €in
Quasimodell fiir ¢ iiber 7 ist (ein gebiindeltes, falls M gebiindelt ist). Da M, By, wy = ¢,
so folgt ¢ € tp(wo, Fy) und tp(wo, Bo) € Su,- Fiir jedes w € T und alle t € S, gilt somit
t = tp(w, B), fiir ein 5 € B, das w enthilt. Damit folgt, daf Bedingung 2 in Definition 42
erfiillt ist und rg(w) = ¢. SchlieBlich ist 74 fiir alle 3 € B ein Run in 3. Falls M ein
ungebiindeltes Modell ist, dann ist offensichtlich auch Bedingung 3 noch erfiillt.

Umgekehrt sei f = (S, )wer ein Quasimodell fiir ¢ {iber einem abzéhlbaren w-Baum 7.
Nachdem 7 durch 7 ® (<“A, <) fiir eine beliebige Menge A mit 2 < |A] < Xq (vergleiche
Abschnitt 2.1 weiter oben) ersetzt wurde, konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen:

(%) Fiir jedes w € T und alle t € S, existieren unendlich viele Branches (3
in 7 die w enthalten, so dafl es einen Run r in 8 gibt, mit r(w) = ¢.

Jedes S, ist endlich, so dal es abzdhlbar viele Paare der Gestalt (w,t) mit w € T
und ¢t € S, gibt. Sei (wy,t,), n < w, eine Aufzéhlung dieser Paare. Mit Hilfe von (x)
wéhle rekursiv fiir jedes n > 0 einen Branch 3, mit w, € (3, aus, so daf} (i): es existiert
ein Run rg, in £, mit rg,(w,) = t, und (ii): B, # B, fir alle m < n. Wenn f ein
gebiindeltes Quasimodell ist, dann setze B = {f,|n < w}. Klar, B ist ein Biindel in 7.
Wenn f jedoch ein ungebiindeltes Quasimodell ist, dann sei B die Menge aller Branches in
7. Dartiber hinaus wéhle zu jedem § € B\ {f,|n < w} einen Run 75 in § aus (dies kann
mit Bedingung 3 in Definition 42 geschehen). Damit haben wir einen Run 74 in 3 fiir jedes
0 € B definiert.

Wir definieren nun das Modell M = (7, -). Fir alle atomaren Formeln p, jedes 5 € B
und alle w € ( setze

M, B,wkEp gdw. pergw).

BEHAUPTUNG. Fiir alle § € B, alle w € § und jedes ¢ € sub,p gilt:

M. BwkE=Ey  gdw. ¢ € rg(w).
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BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Per Induktion iiber ¢). Fiir atomares ¢ gilt die Behauptung
per Definition von M. Die Boolschen Fille sind ebenso klar. Fiir ¢¥;Uys € sub,p haben
wir M, 3, w = 11Uty gdw. es existiert v € § mit v > w, M, B,v = ¥y und M, B, u |= 1,
fiir alle u, mit w < v < v. Induktiv gilt dies gdw. es gibt ein v € 5, mit v > w, Py € r5(v)
und ¢y € rg(u) fiir alle v mit w < v < v. Da rz ein Run in (3 ist, ist letzteres dquivalent
zu 1 Ug € rg(w). Entsprechend fiir ¢Sy € sub,p.

Betrachten wir abschlieBend noch den Fall v = Ex € sub,p. Zunéchst haben wir
M, B, w = Ex gdw. M, ', w = x, fiir ein §' € B, mit w € 5. Nach Induktionsannahme
ist dies dquivalent zu x € rg(w). Klar, wegen S, = {rg(w) | 8 € B, w € 3} ist letzteres
dquivalent zu ¢ € |JS,. Da S, ein State Candidate ist, ist dies wiederum dquivalent zu
Ex € rg(w). Damit ist die Behauptung bewiesen.

Geméaf Bedingung 1 in Definition 42 gibt es ein w € T', so dal ¢ € t fiir ein t € 5.
Wir kénnen nun ein n > 0 derart wéhlen, dafl (w,t) = (wy,t,). Dann ist w € 3,, 5, € B
und rg, (w) = t. Nach obiger Behauptung folgt damit M, 3, w |= ¢. Somit ist ¢ erfiillbar
in M, das gebiindelt ist, falls f gebiindelt ist. O

Lemma 44. Gegeben eine Lpcti--Formel ¢. FEs ist entscheidbar, ob ¢ ein (allgemeines)
Quasimodell tiber einem abzdhlbaren w-Baum besitzt.

Beweis. Ausgehend von ¢ konnen wir effektiv die Menge X aller State Candidates fiir ¢
konstruieren. Ein Quasimodell iiber einem w-Baum 7 hat dann die Form (.S,,)yer, Wobei
Sy, € X fiir jedes w € T'; letzteres werden wir mit Hilfe der einstelligen Relationenvariablen
Pg fiir jedes S € ¥ ausdriicken (Pg ist wahr in w gdw. S, = S). Dann kénnen wir die
Bedingungen von Definition 42 {iber Pg wie folgt formalisieren: Seien dazu Ry, ¥ € suby,
einstellige Relationenvariablen. Fiir einen Typ t fiir ¢ sei dann

xe(@) = NRs@) A N\-Ry@).
Ppet Ppesubp\t

Die Formel x,(z) sagt, daf die &(ZL‘), ¥ € t, den Typ t in x definieren. Fiir eine einstellige
Relationenvariable B sei p(B, Ry) die Konjunktion von

hd /\Sez V:E(B(l‘) A Ps(l‘) - \/tes Xt(x))a

o Vz(Ryup,(z) < Jy(B(y) Az < y A Ry,(y) AVz(z < 2 < y — Ry, (2)))) fiir alle
P1Uty € subyp,

o Vz(Rysy,(2) < Fy(y < A Ry,(y) AVz(y < z < & — Ry, (2)))) fiir alle ¢Sty €
subyp.

Definiert B einen Branch, dann formalisiert p, dafl die R, einen Run in B definieren
(man beachte dabei, daB B und alle R, frei vorkommen in p). Sei (B) die monadische
zweitstufige Formel, die ausdriickt, dal B ein Branch ist (also eine maximal linear geordnete
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Menge). Damit ist der folgende monadische zweitstufige Satz p effektiv aus ¢ konstruierbar:

3P5<Vx\/ :PS(:E)/\ /\ﬁPS/(x)] A 3r \/ Ps(x) A VB[B(B)—>

Sex SeEYT S'ex Sex
SAS! welJ s
R, 0(B,Ry)| A Ve N\ [Ps(x) o EIB(B(B)/\B(:U)/\ ﬂRw(p(B,R_w)AXt@)))D
PYEsubp B Sex PYEsubp
tes

(fiir allgemeine Quasimodelle ist die Teilformel VB[3(B) — o, ., [ty p| zu unter-
driicken). Es ist jetzt klar, daB fiir jeden w-Baum 7, 7 |= p gdw. es existiert ein (all-
gemeines) Quasimodell fiir ¢ iiber 7. Aus der Entscheidbarkeit von S2S [45] folgt, dafl
es entscheidbar ist, ob ein gegebener monadischer zweitstufiger Satz wahr ist in einem
w-Baum. Damit ist der Beweis des Lemmas abgeschlossen. a

Als Folgerung aus Lemma 43 und 44 haben wir den

Satz 45. Es ist entscheidbar, ob eine LpctL--Formel erfillbar ist in (allgemeiner) nicht-
lokaler Semantik.

Entsprechend den Bemerkungen zu Beginn dieses Abschnitts erhalten wir schliefflich
noch das folgende Korollar:

Korollar 46. FEs ist entscheidbar, ob eine Lcti+-Formel erfillbar ist in (allgemeiner)
nichtlokaler Semantik.

48



5 Entscheidbarkeit QCTL; und QPCTL*

Wir wollen uns mit diesem Abschnitt wieder der Prédikatenlogik zuwenden. Aus den
vorangegangenen Abschnitten wissen wir, dafl QCTL; und bQCTL; axiomatisierbar sind,
als Erweiterungen der klassischen Pradikatenlogik jedoch nicht entscheidbar. So wie wir
durch Einschrankung temporaler Operationen auf Formeln mit nur héchstens einer freien
Variablen zu rekursiv aufziéhlbaren Fragmenten von QCTL und bQCTL gelangt sind, so
werden wir nun zeigen konnen, daf§ sich mit Hilfe syntaktischer Restriktionen an den
pradikatenlogischen Teil der Sprache, sogar entscheidbare Fragmente dieser Logiken finden
lassen. Daran anschliefend werden wir in diesem Teil der Arbeit eine weitere Logiken
studieren, das so genannte schwach monodische Fragment von QPCTL*. Wir beginnen
unserer Untersuchungen zur Entscheidbarkeit mit QCTL;.

5.1 Entscheidbare Fragmente von QCTL,

In diesem und den folgenden Abschnitten betrachten wir exemplarisch QCTL;. Alles was
hier gezeigt wird, kann vollkommen analog fiir bQCTL; nachvollzogen werden.

Wie in [31] gezeigt wird, ist das Einsvariablenfragment von QCTL; entscheidbar. Aller-
dings nutzt der Beweis in essentieller Weise die Einbettbarkeit dieses Fragmentes in mo-
nadisch monodische zweitstufige Logik und liefert damit einen nichtelementaren Entschei-
dungsalgorithmus. Im Gegensatz dazu schlagen wir hier einen elementaren Algorithmus
vor. Dariiber hinaus werden wir zeigen, dafl durch Einschrinkung des préadikatenlogischen
Teils von QCTL; auf ein entscheidbares erststufiges Fragment der klassischen Prédikaten-
logik zahlreiche entscheidbare Fragmente von QCTL; definiert werden konnen.

Generell sei ¢ eine LqcTi,-Formel. Angenommen ¢ ist erfiillbar. Nachdem was wir
bereits wissen, mufl jedenfalls ein Satisfying Set fiir ¢ existieren, da ¢ konsistent ist mit
QCT L, (vergleiche Lemma 31). Auf der anderen Seite, wenn es ein Satisfying Set fiir ¢
gibt, dann muf ¢ erfiillbar sein (Lemma 29 gemeinsam mit Lemma 16). Folglich haben wir
fiir jedes vorgelegte ¢ zu entscheiden, ob es ein Satisfying Set fiir ¢ gibt. Jedoch: Satisfying
Sets konnen unendlich viele Elemente enthalten. Das ist aber nicht das einzige Problem. Im
Moment kénnen wir noch nicht einmal entscheiden, ob eine gegebene Funktion eine State
Function ist. Denn das hiefle, dafl wir die Frage ,,Ist die Menge S ein QC7T L, -konsistenter
State Candidate?“ entscheiden kénnten.

Unser Vorgehen ist daher wie folgt: Nachdem wir den Begriff der State Function in
passender Weise modifiziert haben zeigen wir: (i) Man kann effektiv entscheiden, ob eine
gegebene endliche Funktion ein Block fiir ¢ ist — vorausgesetzt, wir konnen in allgemeiner
Weise die Frage ,Ist ag eine konsistente erststufige Formel?“ beantworten (zu ag vergle-
iche die entsprechende Definition auf Seite 19) — und (ii) Es gibt ein Satisfying Set fiir ¢
gdw. es gibt ein endliches Satisfying Set fiir ¢, das lediglich Blocke einer begrenzten Grofie
V(p) enthélt; dabei hingt V(¢) nur von ¢ ab.

Zunachst zur Modifikation des Begriffes einer State Function. Mit Blick auf Behaup-
tung (i) oben sei ab jetzt ein State Candidate S , geeignet*, wenn er im folgenden Sinne
realisierbar ist:
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Definition 47 (Realisierbarer State Candidate). Sei ¢ eine Lqcti,-Formel und S ein
State Candidate fiir . Wir sagen, dafl S ein realisierbarer State Candidate fiir ¢ ist, wenn
es eine erststufige £-Struktur M = (D, Py, P, ...) gibt, mit

M = as.
Wie bisher ist der Begriff der Suitability von zentraler Bedeutung:

Definition 48 (Suitable Pairs). (i) Ein Paar (¢1,t2) Typen fiir ¢ heiit suitable, wenn
1 € to, falls A0y € t;1. In diesem Fall schreiben wir ¢ < 5.

(ii) Ein Paar State Candidates (S, S2) heifit suitable, wenn fiir jedes t; € S ein ty € Sy
existiert, so dafl t; < ¢, und umgekehrt, das heifit fiir jedes t, € Sy existiert ein t; € S
mit ¢, < ty. In diesem Fall schreiben wir S; < Ss.

Definition 49 (State Function). Eine State Function fiir ¢ iiber einem Baum (7', <) ist
eine Abbildung f, die jedem w € T einen realisierbaren State Candidate f(w) =S, fir ¢
zuordnet, so daf3 S,, < S, fiir alle benachbarten w,w’ € T

Runs und Quasimodelle werden wie oben definiert (siehe Definition 13 und Definition
14). Analog bleiben uns die Begriffe Block und Satisfying Set erhalten. Die folgende
Bemerkung kann leicht iberpriift werden (siche Definition 12):

Bemerkung 50. Jede QC7T L,-State Function ist eine State Function im Sinne dieses Ab-
schnitts, und jeder Run in einer QC7T L;-State Function ist ein Run, ebenso im aktuellen
Sinne. Dariiber hinaus behélt Lemma 16 seine Giiltigkeit.

Zur besseren Unterscheidbarkeit nennen wir Satisfying Sets (Definition 28) ab jetzt
QCT Ly-Satisfying Sets. Mit Blick auf Lemma 31 konnen wir dann zeigen:

Lemma 51. Wenn ¢ erfillbar ist, dann ezistiert ein Satisfying Set fiir .

Beweis. Klar, ¢ ist konsistent mit QC7 L£;. Nach Lemma 31 mufl es ein QC7T L;-
Satisfying Set X fiir ¢ geben. Wegen Bemerkung 50 ist ¥ ein Satisfying Set fiir ¢ im
aktuellen Kontext. O

Auf der anderen Seite nimm an, uns ist ein Satisfying Set fiir ¢ gegeben. Wie in Lemma
37 kann man zeigen, dafl es dann ein Quasimodell fiir ¢ gibt. Wegen Bemerkung 50 muf
@ erfiillbar sein. Somit haben wir:

Lemma 52. Ein monodischer LqoctL-Satz ¢ st erfillbar gdw. es gibt ein Satisfying Set
fiir . O

Um zu entscheiden, ob ¢ € QCTL,; fiir eine gegebene Lqcti,-Formel ¢, geniigt es also
zu entscheiden, ob es ein Satisfying Set fiir - gibt. Zu diesem Zweck nennen wir ein
Satisfying Set X fiir eine Lqcty,-Formel ¢ ¢-bounded, wenn es eine Funktion V gibt, die
auf effektive Weise eine natiirliche Zahl V() derart berechnet, so dafl |f| < V(yp), fiir alle
f € . Da es lediglich endlich viele State Candidates gibt — d,, = g2lsube?! viele, um genau
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zu sein — so haben wir damit |2| < 6y (?) Gegeben solch eine Funktion V. Es ist klar,
daf} entschieden werden kann, ob es ein beziiglich V ¢-bounded Satisfying Set fiir ¢ gibt.

Wir werden jetzt zeigen, dafl die Existenz eines Satisfying Sets fiir ¢ dquivalent ist zur
Existenz eines p-bounded Satisfying Sets fiir ¢.

Lemma 53. Sei ¢ eine LqctL,-Formel. Es gibt ein Satisfying Set fir ¢ gdw. es gibt ein
p-bounded Satisfying Set fiir .

Beweis. Die Richtung von Rechts nach Links ist trivial. Wir zeigen die andere Richtung.
Zu diesem Zweck nimm an, dafl f ein beliebiger Block ist. Wir werden zeigen, daf} es einen
Block f’ gibt, mit: f’ hat dieselbe Wurzel wie f, jeder duflere State von f’ ist ein duferer
State von f und |f’| < V(¢). Ist nun ¥ ein Satisfying Set fiir ¢, dann ist die Menge ¥’
aller solcher Blocke f/ mit f € X natiirlich selbst ein Satisfying Set fiir ¢. Dariiber hinaus
ist X' p-bounded.

Gegeben eine endliche State Function f iiber einem Baum 7 = (7, <). Es sei fiir alle
w € T, succ(w) die Menge aller direkten Nachfolger von w in 7. Wir bezeichnen mit
hg(T) die Hohe von 7, das ist die Lénge des langsten Branches in 7. Zusétzlich bezeichne
wd(7T) = maz {|succ(w)| |w € T} die Weite von 7.

Nimm an f ist ein Block tiber 7', so dafl Sy = f(wy) fiir die Wurzel wy von 7. Fiir jedes
t € Sy fixiere einen wy-saturierten schwachen Run r; in f, so dafl ry(wy) = t. Betrachte
alle Paare (¢,t) mit t € Sy und ¢ € t hat entweder die Form Et;Uty oder EO. Sei g
eine Funktion, die jedem dieser Paare (g,t) einen Branch g(e,t) = 5 in 7 zuordnet, mit
ist ein Satisfying Branch fir wy, r, und € (zur Vereinfachung, wenn e die Form EOv hat,
dann nennen wir 3 einen Satisfying Branch fiir wy, r; und €, wenn (3 durch einen direkten
Nachfolger w von wy kommt, mit ¢ € r,(w)).

O.B.d.A. kénnen wir annehmen, daf fiir zwei verschiedene Paare (e,t) und (¢,t'),
gle,t)Ng(e',t') = {wo}. Andernfalls, das heifit, wenn fiir zwei verschiedene Paare (e,t)
und (¢/,t"), w € g(e, t) N g(e',t') fiir ein w > wp, dann ergénze 7 um den kompletten
Teilbaum von 7, dessen Wurzel gerade der direkte Nachfolger von wq unterhalb von w ist.
Nenne den entstandenen Baum wiederum 7. Es ist dann klar, wie f auf alle neuen Punkte
von T' zu erweitern ist, damit die resultierende State Function wiederum ein Block fiir ¢
mit derselben Wurzel und denselben dufleren States ist. Sei nun g(¢’,¢’) der neue Branch,
der isomorph zu dem alten ist.

Sei ¢ eine beliebige Eventualitit der Gestalt AwUvyy oder Eiy Uy und nimm an, daf3
w € T. Wir sagen, ein schwacher Run r realisiert ¢ € r(wg) bis w, wenn 9 € r(w) und
1, py € 1r(v), fiir alle v < w. Wenn € die Gestalt EOy hat, dann realisiere r € € r(wy)
bis w, wenn w ein direkter Nachfolger von wy ist, und ¢ € r(w).

Seit € Sy, € € t eine Eventualitdt und 3 ein Branch in 7. Die Funktion h ordne jedem
Tripel (e,t, 5) entweder das eindeutig bestimmte w € (3 zu fiir das r; € bis w realisiert oder,
wenn es kein solches w € (§ gibt (das heifit, wenn e die Gestalt Ei; U1y oder EO) hat und
G ist kein Satisfying Branch fiir wy, 7, und ¢), dann sei h(e, t, 3) = wy.

Wir zeigen zunéchst, dal die Hohe eines Blockes f fiir ¢ beschrankt werden kann, ohne
seine Weite zu vergréflern:
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BEHAUPTUNG. Sei f ein Block iiber einem Baum 7 = (7, <). Es existiert ein Block f’

tiber einem Baum 7" = (7", <’) mit derselben Wurzel wie f, und jeder duflere State von
[ ist ein duBerer State von f, wd(7") < wd(7) und hg(7") < b(yp), wobei

b(gp) = k(p . \submw\ ) (1 + 2k¢+k¢~|subxw|> + 9ltkptke|subs gl 19,

mit k, = 2/sub=?l,

BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Jeder Branch ( in 7 kann wie folgt in héchstens
|subyp| - 21540¢ 4 1 —viele

Intervalle unterteilt werden: Das erste Intervall I; hat die Form [wg, wq] C (3, wobei wy < w;
und, entweder w; ist minimal in 7", mit wy € im(h)\{wo} (beachte, dafl wy nicht notwendig
ein Element von im(h) sein mufl) oder wenn im(h) N G C {wo}, dann ist w; der duflere
Punkt von 3. Alle anderen Intervalle I;, @ > 1, wenn es welche gibt, haben die Form
[w;—1,w;] C B, wobel w;_1 < w;, w;—1 € im(h) U {w;}, und, entweder w; € im(h), so dafl
v & im(h) fiir alle v € (w;_1,w;), oder wenn v & im(h) fir alle v > w;_;, dann ist w; der
auBere Punkt von /.

Fiir jedes i > 1 bezeichnen wir mit I, das Intervall (w;_y,w;] mit I; = [w;—1,w;]. Wir
zeigen jetzt, dafl die Lénge jedes dieser Intervalle I;7 C [ in der Weise reduziert werden
kann, daB || < 14 22" +lsubeelke - Damit, erhalten wir dann

18] < 1+ (|subyp] - 215009l 4 1)« (1 4 227 Hlsubagl o)

fiir den resultierenden Branch 3'. Zu diesem Zweck nimm zunéchst an, dafl 3 ein Satisfying
Branch ist, das heifit, 8 € im(g). Nimm weiterhin an, daf es ein Intervall I;” = (w;_1, w;] C
3,i>1, gibt mit |I;7] > 14 (227" . 2lsubelke) B ist klar, daB es nicht mehr als

|subg p| .
g2lsutrel . glsubsel L olsubsdl _yiele

'

k,-mal

verschiedene Tupel der Form (f(v), 7, (v), ..., 7 (v)) geben kann, mit k£ < k., v € 5 und
So = {t1,...,tg}, so daB t; # t; fur alle 4,j < k mit ¢ # j. Damit erhalten wir fiir zwei
verschieden Punkte v, vy € (w;—1,w;), da f(vg) = f(v1), und ri(vy) = r¢(vy) fiir alle
t e Sp.

Schneide das ganze , iiberfliissige” Intervall (vg, v1] aus 7 heraus, das heiit, lege vy und
v1 zusammen, ,,vergif3 alle Geschichtsverlaufe, die durch vy aber nicht durch v; kommen,
und identifiziere die Zukunft von vy mit der von v;. Nenne den entstandenen Branch ',
also ' = '\ (vo, v1]. Um einzusehen, dafl die Restriktion f’ von f auf 7' = (T, <’), der
Baum, den wir gerade erhalten haben, nach wie vor ein Block fiir ¢ ist, haben wir das
folgende zu iiberpriifen:

(a) f’ ist eine State Function iiber 7": Das aber ist klar, denn f'(u) < f'(v'), fiir alle
benachbarten u, v’ € ', und daher f'(u) < f'(v') fiir alle benachbarten u, v’ € 7.
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(b) Durch jedes t € f'(u) fiir alle uw € T" kommt ein schwacher Run 7 in f": Fixiere
dazu ein ug € T’. Klar, ug € T. Daher existiert ein schwacher Run " in f, der durch
t € f(ug) = f'(ug) kommt. Betrachte r’(vg). Da f(vg) = f(v1), so existiert ein schwacher
Run 7" in f mit 7”(vy) = r'(vg). Es ist nicht schwer zu sehen, daf fiir alle u € T" die
Funktion r, definiert durch r(u) = r”(u), wenn u > vy, und r(u) = 7’(u) andernfalls ein
schwacher Run in f’ ist, der durch ¢ € f’(ug) kommt.

(c) Durch jedes t € f'(wg) kommt ein wy-saturierter schwacher Run in f: Um das
einzusehen, zeigen wir fiir jedes t € f'(wy), dafl 7}, die Einschrankung von r; auf 7", ein
wo-saturierter schwacher Run in f’ ist.

Klar, r} ist ein schwacher Run in f’: Das einzige, was wir zu iiberpriifen haben ist, wenn
es eine Formel der Gestalt EOv in rj(u) fiir ein w € T” gibt, dann ist ¢ € r;(u') fiir einen
direkten Nachfolger v’ von u in 7’. Nimm dazu an, dafl © € 3/ — der einzig interessante
Fall. Damit ist © € 3. Da r; ein schwacher Run in f ist, gibt es jedenfalls einen direkten
Nachfolger v’ von u in 7, so daf ¢ € r,(u), das heifit, wenn v < vy oder u > v, dann
ist nichts zu zeigen. Nimm also an, dal u = vg. Wegen f(vg) = f(v1) und r¢(vg) = r(v1)
folgt ¢ € ry(u') fiir einen direkten Nachfolger v’ von v; in (7', <). Aber u' ist ein direkter
Nachfolger von vg in 77,

Um schlieflich einzusehen, dafl 7, tatsiachlich wg-saturiert ist, nimm zunéchst an, daf
es eine Eventualitit der Form ¢ = EyyUt)y in ¢ gibt. Wenn g(e,t) # [, dann sind wir
fertig. Nimm also an, daf§ g(e,t) = (3, das heifit, 3 ist ein Satisfying Branch fir wyg, 7
und €. Aber dann folgt die Behauptung unmittelbar, denn vy, v; € (w;_1,w;), das heifit,
realisiert keine Eventualitéit zwischen w;_; und w;. Damit ist §’ ein Satisfying Branch fiir
wp, T, und €.

Nimm an, € € ¢ hat die Gestalt AyUv,. Wir haben zu zeigen, dafl jeder Branch in 7"
ein Satisfying Branch fiir wg, r; und ¢ ist. Abermals, der einzig interessante Branch ist (.
Genau wie oben realisiert r; keine Eventualitat im Intervall (w;_1,w;). Da u € ' fiir alle
w €T mit u < w;_; oder u > w;, mufl 5 ein Satisfying Branch fiir wg, r; und & sein.

Setze diese Prozedur fort, bis
7] < 14 22 gl

fiir alle Intervalle I; C 3, ¢ > 1, und alle Branches 3 € im(g).

Auf diese Weise kénnen wir annehmen, dafl die Léange aller Satisfying Branches, das
heifit aller Branches in im(g), beschréinkt ist durch eine lediglich von ¢ abhéngige natiir-
liche Zahl.

Aber es ist moglich, dafl es noch andere Branches in 7 gibt, die nach wie vor unbe-
schrankter Lange sind. Angenommen (3’ ist einer dieser Branches. Wenn 3’ keine gemein-
samen Punkte mit einem Satisfying Branch hat (abgesehen natiirlich von der Wurzel wy),
dann mache dasselbe mit 4’ wie mit allen anderen Branches in im(g) zuvor. In der Tat, die
entstandene State Function f ist ein Block fiir ¢, der Sy zur Wurzel hat. Angenommen also
es gibt ein ¢ € Sy gemeinsam mit einer Eventualitit ¢ € ¢, so dafl 5’ einen gemeinsamen
Punkt mit 3 = g(e, t) hat, der verschieden ist von wy. Beachte, daf wenn r, die Eventualitét
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¢ bis zu einem w > wy realisiert, dann ist jeder Branch, der durch w kommt, ein Satisfying
Branch fiir wg, r; und ¢, das heiit, wenn w € g N G, dann h(e,t, 5) = h(e,t, ) = w.

Sei nun w' € N [ maximal in 7 und betrachte alle Intervalle I/, ¢ > 1, die
unterteilen. Es ist klar, dafl es ein eindeutig bestimmtes ip > 1 gibt, mit w’ € [Z'O’ =
(wj,_1,w;]. Da alle Punkte unterhalb w’ gesichert sind (denn sie liegen in 3, und 3 ist
bereits beschrénkt), starten wir die obige Prozedur beginnend mit dem Intervall (w’, wj ] €
I (insbesondere wenn w' = wj , dann ist die Kardinalitdt von (w',w; ] null und daher
minimal). Im ,schlimmsten® Fall hat das reduzierte Intervall zwischen wj _; und wj,
doppelte Lénge, das heifit bestenfalls kénnen wir sagen, dafl jedes Intervall I’ in 3’ in der
Weise gekiirzt werden kann, daf |I'] < 14 22"/ Hlsubselke _ quggenommen ein Intervall,
das dann hochstens die Linge 1+ (2 - 227 % Hlsubeel ko) besityt,

Nach endlich vielen Schritten folgt, daf3 alle Branches in dem resultierenden Baum
hochstens die Lange b(¢) besitzen. &

Wir behaupten nun, daf§ die Weite eines Blocks fiir ¢ beschréinkt werden kann, ohne
jedoch seine Hohe zu vergrofiern:

BEHAUPTUNG. Ist f ein Block iiber einem Baum 7 = (T, <), dann existiert ein Block f’
iber einem Baum 77 = (7", <’), der dieselbe Wurzel hat wie f, so daf jeder duflere State
von f’ ein duflerer State von f ist sowie hg(7") < hg(7) und

wd(T') < #(p) = 14 |subyp| - 2140=#!.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Fiir jedes w € T und jedes t € f(w) fixiere einen schwachen
Run 7, in f mit 7 (w) = ¢; wenn w = wy, dann sei fiir jedes t € Sy, r; wie oben. Zusétzlich
wéhlen wir fiir jedes ¢t € f(w) und jede Formel der Gestalt EOy € ry(w) einen direkten
Nachfolger w’ von w in 7 aus (wenn einer existiert), so daf§ ¢» € r;(w'), und legen ihn
in eine zusitzliche Menge save(w). Wenn es einen Satisfying Branch § in 7 gibt, der
durch w kommt, dann lege auch w’ in save(w), wo w’ der direkte Nachfolger von w in 3 ist
(beachte, dafl nach unseren allgemeinen Annahmen tiber f und 7, falls w > w, dann kann
hochstens ein Satisfying Branch durch w kommen). Auf diesem Wege haben wir fiir jedes
w € T jedenfalls nicht mehr als 1 4 |subyp| - 21°"*=%l_viele Punkte fixiert. Setze Ty = {wq}
und fiir jedes n > 0, 1,11 = ,cp, save(w). Endlich sei T" = (J,»( Tn-

Es ist klar, dafl 7/ = (7", <’) ein Baum mit Wurzel wy ist, dabei sei <’ die Restriktion
von < auf 7”. Dariiber hinaus gilt § C T fiir jeden Satisfying Branch § in 7. Es ist nun
leicht zu zeigen, dafi die Einschrankung f’ von f auf 7" wieder ein Block fiir ¢ ist, der die
oben gewiinschten Eigenschaften besitzt. &

Angenommen f € ¥ ist ein Block {iber einem Baum 7. Wenn wir beide Behauptungen
zusammennehmen, dann kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, da8l hg(7") < b(p) und wd(7) <
#(¢). Damit folgt schlieBlich |f] < V(@) = Y0¥ #(0)". O

Entsprechend den einleitenden Bemerkungen zu Beginn dieses Abschnitts kénnen wir
abschlieBend den folgenden Satz formulieren:
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Satz 54. Sei L C Lqcti, und nimm an, daf es einen Algorithmus gibt, der fiir jeden
L-Satz ¢ entscheidet, ob ein State Candidate fiir ¢ realisierbar ist, dann ist das Erfiill-
barkeitsproblem fiir L-Sdtze entscheidbar.

5.2 Spracherweiterungen

Bis jetzt haben wir uns weder mit Namen fiir Individuen, also Konstantensymbolen der
Gleichheit noch mit Symbolen fiir Funktionen befafit. In diesem Abschnitt ist es unsere
Absicht zu diskutieren was geschieht, wenn unsere erststufige Sprache L iiber die genannten
Zeichen verfiigt

Zunéchst betrachten wir die Sprache £ versehen mit Konstantensymbolen, die starr
(rigide) in temporalen Modellen interpretiert werden. Wir beriihren allerdings nur die
Dinge, die tatséchlich notwendig sind, um die obigen Beweise zu adaptieren.

5.2.1 Konstanten

Lemma 52 kann ganz analog zu den bisherigen Ausfithrungen gezeigt werden, nun jedoch
beziiglich der um Konstantensymbole erweiterten Sprache L.

Fiir jedes ¢ € LqctL bezeichne cony die Menge aller Konstantensymbole, die in ¢
auftreten. Eine Menge S von Typen fiir ¢, die auf subyp iibereinstimmen, heifit jetzt State
Candidate fiir ¢, wenn fiir jedes ¢ € cony ein wie wir es nennen indizierter Typ t. € S
existiert. Setze

ag = /\EI:U t(z) A Vm\/t(:c) A /\ te(c).

teS teS tc€S,c€cong

Wir sagen, dafl S QCT L;-konsistent ist, wenn ag konsistent ist mit QC7 L. Insbeson-
dere setzen wir:

Definition 55 (Quasimodell). Eine State Function f fiir ¢ {iber einem Baum (T, <)
heifit Quasimodell fiir ¢, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

e fiir jedes ¢ € conyp ist die Funktion r., definiert durch r.(w) = t., w € T, ein Run in

f

e fiir jedes w € T und alle t € S, existiert ein Run r in f mit r(w) = t.

Wie oben 148t sich dann die Entsprechung zu Theorem 6 nachweisen. Mit Blick auf
Abschnitt 5.1 bringen wir exemplarisch noch die folgende Definition:

Definition 56 (Realisierbarer State Candidate). Sei ¢ eine Lqcr,-Formel und S ein
State Candidate fiir p. Wir sagen, dafl S ein realisierbarer State Candidate fiir o ist, wenn
es eine erststufige £-Struktur M = (D, Py, P1, ..., ¢o,¢1,...) gibt, mit M = @g.
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5.2.2 Monodizitidt und Gleichheit

Man kann zeigen, dafl Funktionensymbole die guten Eigenschaften monodischer Formeln
zerstoren [52]. So 148t sich iiberpriifen, dafl QCTL; und bQCTL; unter Hinzunahme von
Funktionensymbolen nicht mehr rekursiv aufgezéhlt werden konnen.

Sei QCTLT (bQCTLY) das monodische Fragment von QCTL (bzw. bQCTL) mit Gleich-
heit. Wir zeigen, dafl weder QCTLT noch bQCTLT rekursiv aufzéhlbar sind. Die Moglich-
keit in dieser Sprache auszudriicken, daf ein einstelliges Pradikat eine endliche Ausdehnung
hat, ist der Grund fiir dieses Verhalten.

Fixiere ein einstelliges Pradikat P und bezeichne mit y die Konjunktion der folgenden
Formeln:

JxP(x) AVaVy(P(x) AN P(y) — x =) (13)
AOVz(P(z) — AOP(z)) (14)
ADTVzVy(~P(x) A ~P(y) AEO(P(z) A P(y)) — x =) (15)
AOTADY2(EOP(z) — P(z)) (16)

Wie das nachfolgende Lemma zeigt, ist fiir ein gegebenes Modell M = (7, D, I) iiber
einem Baum 7 = (7T, <) oder einem allgemeinen Baum 7 = (7, <,B), M,w,f = x
dquivalent zu den folgenden Bedingungen: P(ag) ist wahr in w fiir ein eindeutig bestimmtes
ag € D; wenn P(a), a € D, wahr ist in einem Moment v € T, dann bleibt P(a) wahr in
jedem Moment in der Zukunft von v; in jedem Moment, kann es héchstens ein a € D geben
fiir das P(a) beginnt wahr zu sein. Und endlich gibt es einen Zeitpunkt ab dem P stabil
bleibt.

Lemma 57. Fir jedes Modell M = (T, D, ) iber einem Baum T = (T, <) oder einem
allgemeinen Baum T = (T,<,B) und jede Belegung § in M gilt M, wo,{ = x, fir die
Wurzel wg von T, gdw. die folgenden drei Bedingungen erfullt sind:

(i) |[Pro] =1,
(ii) Yo,v' € T(v' =v+1— (P'C PY A|PY\ P?| < 1)),
(iii) Jv € V' € T(v < v' — P¥ D PY), fiir jeden Branch 3 in T (bzw. in B).

Beweis. Es sollte klar sein, daf (13) und (i) dquivalent sind. Mehr noch, die Konjunktion
von (14) und (15) sind dquivalent zu (ii). Um schlieBlich (iii) einzusehen nimm an, dafl
M, w,f = ACTAOTYz(EOP(z) — P(x)), das heifit fiir jeden Branch § in 7 (bzw. in B)
existiert ein v € § mit M, v, f = AOMVa(EOP(z) — P(x)).

Zunichst gilt fiir jedes v € T, M, v, = AOTVz(EOP(z) — P(x)) gdw. fir alle u > v
und jeden direkten Nachfolger «’ von u in 7, P* D P¥. Induktiv 148t sich dann leicht
zeigen, daB die letzte Bedingung dquivalent ist zu P D PV fiir alle v’ > v.

Auf der anderen Seite, wenn (ii) und (iii) erfiillt sind, dann gilt fiir jeden Branch ( in
7 (bzw. in B), dafl ein v € 3 existiert, mit M, v, f = AOTVz(EOP(x) — P(z)). Das aber
heit M, w, f £ ACTAOTVa(EOP(x) — P(x)). O
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Angenommen uns ist ein beliebiger erststufiger Satz ¢ € L gegeben, in dem P nicht
vorkommt. Sei () ein einstelliges Pradikat, das in ¢ ebenfalls nicht vorkommt. Wir sind
nun in der Lage auszudriicken, dafl () endlich ist. Zu diesem Zweck setze

X =X AVz(Q(x) — AOTP(x))

und nimm an, da M, w,f = x’. Es ist klar, daB Q" nicht leer ist, da in jedem Branch,
der durch w kommt, ein Zeitpunkt existiert, namentlich w selber, in dem P(ap). Damit
gilt Q¥ (ap). Wie wir schon weiter oben gesehen haben existiert in jedem Branch 3, der
durch w kommt, ein v > w ab dem P stabil bleibt und endlich ist. Da der Durchschnitt
von beliebig endlich vielen endlichen Mengen gewif endlich ist, muf} schliefllich Q" endlich
sein.

Es bezeichne 9 die Relativierung von v auf @ (das heifit, % = v, wenn v atomar ist,
@ kommutiert mit den Boolschen Operatoren und (V)¢ = Vz(Q(z) — ¢%)). Intuitiv,
wenn % erfiillt ist in einer erststufigen Struktur, dann ist v erfiillt in einer erststufigen
Struktur, die () als Domain besitzt. Ist Lqcr, die Sprache Lqcti, mit Gleichheit, dann
sind x’ und alle Formeln 49 in LGcr, . Genau wie in [52] lé8t sich dann zeigen:

Lemma 58. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

e ) ist giiltig in allen endlichen erststufigen Modellen,
e Y — @/}Q S QCTLT (bzw. bQCTle). a

GeméB Trakhtenbrot’s Theorem (siehe etwa [7]) ist die Menge aller klassischen erststu-
figen Formeln, die giiltig sind in allen endlichen Modellen, nicht rekursiv aufzihlbar. Als
Folgerung aus Lemma 58 haben wir damit:

Satz 59. Die Logiken QCTL] und bQCTLT sind nicht rekursiv aufzihlbar und damit nicht
axiomatisierbar. O

5.3 Entscheidbare Fragmente von QPCTL*

Das monodische Fragment von QPCTL" besteht aus allen Formeln, deren Teilformeln der
Gestalt O, B, 11 Utpy und 101 S1py hichstens eine freie Variable besitzen. Ein Fragment von
QPCTL" heifit monodisch, wenn es ein Fragment des monodischen Fragments von QPCTL*
ist. In [31] wird gezeigt, dafl sogar das Einsvariablenfragment von QPCTL" unentscheidbar
ist. Da dieses Fragment gewifl monodisch ist, miissen wir, um iiberhaupt zu entscheidbaren
Fragmenten zu gelangen, nach weiteren Einschrankungen Ausschau halten. Eine solche, die
durch Beschrankung erststufiger Quantifikation auf State-Formeln (das heifit, wie weiter
oben schon erldutert wurde, auf Formeln deren Wahrheitswert branchunabhéngig, also
lokal ist) zu entscheidbaren Fragmenten fiihrt, wurde in [31] vorgeschlagen.

Unter dieser Einschrinkung miifite der Satz ,, E's ist mdglich, daf jede Bestellung stets
am ndchsten Tag das Haus verlafit” etwas ungliicklich wie folgt ausgedriickt werden:

VzEO(bestellt(z) — Ogeliefert(z)).

Wir definieren:
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Definition 60 (Schwach monodisch). Sei Lqpcrv die Menge aller Lgpcr+-Formeln ¢,
die die folgenden Bedingungen erfiillen:

e jede Teilformel von ¢ der Gestalt Ot besitzt hochstens eine freie Variable,
e jede Teilformel von ¢ der Gestalt Ev, 11Uy und 1 S1)y besitzt keine freien Variablen.

Wir nennen die Formeln in Lqpctiw schwach monodisch und Lopctiw das schwach mono-
dische Fragment von Lqpcti+. Wir setzen QCTLY = Lgpcrir N QCTL" und QPCTLY =
»CQPCTL’l’J N QPCTL*

Im schwach monodischen Fragment liele sich der obige Satz schon passender formali-
sieren:
EOVzx(bestellt(z) — Ogeliefert(z)).

Es ist klar, da QPCTLY" sowohl die Aussagenlogik CTL" als auch die volle Pradikaten-
logik (ohne Temporaloperatoren) erweitert. Letzteres bedeutet insbesondere, dafl das volle
schwach monodische Fragment von QPCTL" unentscheidbar sein muf. Das Ziel dieses Ab-
schnittes ist es, zunéchst ein Kriterium fiir die Erfiillbarkeit schwach monodischer Formeln
zu erarbeiten (Korollar 69) und, um schliefilich zu entscheidbaren Fragmenten von QPCTLY
zu gelangen, es nachfolgend anzuwenden.

5.3.1 Gebiindelte und volle Erfiillbarkeit

Wir beginnen unsere Untersuchungen mit der Beobachtung, daf sich das Erfiillbarkeits-
problem fiir den gebiindelten Fall auf das des ungebiindelten Falles reduzieren 1a8t. Sei
uns hierzu eine beliebige Lqpctie-Formel ¢ gemeinsam mit einer Aussagenvariablen g,
die nicht in ¢ vorkommt, vorgelegt. Wir bezeichnen mit ¢! das Ergebnis der Ersetzung
jeder Teilformel von ¢ der Gestalt Ey) durch E(¢) A ¢Ogq). Wir bemerken, wenn ¢ eine
Lqpcrie-Formel ist, so ist auch ¢! eine Lqopcrie-Formel.

Lemma 61. Eine LqopcTLy-Formel ¢ ist erfiillbar in einem allgemeinen Modell gdw. (Ep)!
ist erfillbar in einem Modell.

Beweis. Die Implikation (<) ist trivial. Wir zeigen (=). Mit Hilfe eines Lowenheim—
Skolem Argumentes (siehe [9] und Lemma 39 oben) kénnen wir annehmen, dafl ¢ in einem
Modell M mit abzdhlbarem Biindel B erfiillt ist. Weiterhin nehmen wir an, dal B un-
endlich ist (der endliche Fall bleibt dem Leser iiberlassen). Sei 3y, 01, ... eine Aufzdhlung
von B. Wir machen aus M ein volles Modell M iiber dem gleichen w-Baum und definieren
die Wahrheitsrelation fiir ¢ wie folgt: Setze M, By, w |= ¢ fiir alle w € By. Ist die Wahrheit
von q fiir alle Paare (3;,w) mit i < n und w € [; bereits definiert, dann betrachte (.
Es muB jedenfalls ein w € (3,11 geben, so dafi der Abstand von w zu jedem f;, i < n + 1,
(das heifit, die Lange des kiirzesten Weges von w zu einem Punkt in 3;) grofier oder gleich
2 ist. Dann setze MT, 3,1, w' |= ¢ fiir alle w’ > w mit w’ € B,1.

Ein Branch 3 heifit markiert, wenn es w € 3 gibt, so da M, 3, w’ = ¢, fiir alle w’ > w
mit w’ € 5. Es ist leicht nachzuvollziehen, dafl auf diese Weise gerade die G € B markiert
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wurden. Insbesondere gilt, falls w, fiir jedes n das kleinste Element von 8\ |U,,.,, B ist
und wenn § ¢ B, daB dann 3, w, [~ ¢q. Da {wpg,ws, ...} unendlich ist folgt, dal 3 nicht
markiert sein kann. Man kann nun per Induktion zeigen, daf fiir jede Subformel 1 von ¢
und jedes Paar (3,w), M, 3,w = ¢ gdw. MT, 3, w = !. Folglich ist (Ep)! erfiillbar in
M. O

Alle nachfolgend von uns betrachteten Fragmente von Lqpcti» sind abgeschlossen unter
der Abbildung ¢ — (Ep)!. Es geniigt demnach, Erfiillbarkeit fiir ungebiindelte Modelle
M = (7,D,-) zu untersuchen.

5.3.2 Quasimodelle

Wie bisher beruht die Idee des Entscheidbarkeitsbeweises darin, Modelle durch Quasimo-
delle zu kodieren. In diesem Abschnitt werden wir daher einige wichtige Begriffe unseren
Zwecken anpassen miissen.

Sei ¢ ein LopcTLr-Satz. Zur Vereinfachung werden wir annehmen, dafl jeder Teulsatz
von ¢ der Gestalt Oy und Opt), durch LUy bzw. 1St ersetzt wurde. Damit wird O
und Op lediglich auf Formeln angewandt, die genau eine freie Variable besitzen. Wir re-
servieren nun fiir jede Lqpctis-Formel ¢(x) der Gestalt O (z) oder Optp(z) unverbrauchte
einstellige Préadikate Pf; sowie fiir jeden Satz ¢ der Gestalt E, 1)Uty und 1S¢py un-
verbrauchte Aussagenvariablen pfo, mit ¢ = 0,1,... (beachte, dafl wir im Gegensatz zum
branchunabhiingigen Fall QCTL hier eine Liste x°, x!, ... solcher Abstraktionen benétigen,
da die temporale Entwicklung branchabhéangig ist; vergleiche die entsprechende Definition
in Abschnitt 3.3). Die Formeln P (x) und p!, werden i-Surrogate von ¢(x) und ¢ genannt.
Fiir jede Lqpctis-Formel ¢(x) bezeichnen wir mit ¢° das Ergebnis der Ersetzung aller
Teilformeln von ¢ der Gestalt Oy, Opt) 1)1Utby, 11S1hy und Ew in ¢, die sich nicht im
Wirkungsbereich eines anderen nichtklassischen Operators befinden durch ihre i-Surrogate.
Damit ist ¢" eine reine (also nichttemporale) erststufige Formel. Setze I'" = {¢" | p € T'}
fiir jede Menge I' C LqcTL*-

Intuitiv représentiert jedes ¢ > 0 einen Branch. Tatséchlich werden wir jedoch sehen,
daB endlich viele i > 0 geniigen, da wir Branches lediglich beziiglich einer gewissen Aqui-
valenzrelation représentieren werden (genauer gesagt, steht jedes i fiir eine ,Art“ Branch).

) _ 44\subx(<p)\

Es wird sich zeigen, dafl n(p eine obere Schranke fiir die benotigten ¢ sein

wird.

Definition 62 (State Candidate). Ein State Candidate fir ¢ ist ein Paar © = (S,7)
fiir das:

(i) S ={51,...,5n}, wobei ng < n(yp)